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Kapitel

Einleitung

Bei der Losung von Optimierungsproblemen sind wir in den einfithrenden Vorlesun-
gen stets davon ausgegangen, dass die konkrete Eingabe dem Algorithmus von Anfang
an komplett bekannt ist. In manchen Anwendungen ist das aber nicht der Fall und
die Eingabe wird erst Schritt fiir Schritt aufgedeckt. Probleme mit dieser Eigenschaft
nennt man Online-Probleme. Die Speicherverwaltung eines Rechners muss beispielswei-
se bei dem Ausfiihren eines Programms, ohne dessen zukiinftiges Verhalten zu kennen,
entscheiden, welche Seiten im CPU-Cache gehalten und welche in den Hauptspeicher
ausgelagert werden. Auch im Wirtschaftsleben sind Online-Probleme keine Seltenheit.
Autofahrer stehen beispielsweise oft vor der Entscheidung, wann sie eine Tankstelle
anfahren, ohne die Entwicklung der Spritpreise in den néchsten Tagen zu kennen.

Man kénnte meinen, dass man bei solchen Online-Problemen algorithmisch wenig aus-
richten kann. Weifl man nicht, auf welche Seiten ein Programm als nachstes zugreifen
wird, so kann man scheinbar keine sinnvolle Entscheidung treffen, welche Seiten in den
Hauptspeicher ausgelagert werden sollten. Tatséchlich ist dies aber nicht der Fall und
man kann durch geschicktes Verhalten bei Online-Problemen besser abschneiden als
bei beliebigem Verhalten.

Um eine bessere Intuition fiir Online-Probleme und Algorithmen zu entwickeln, schau-
en wir uns zunéchst ein Problem an, das in der Literatur als Ski Rental bekannt ist. Es
lasst sich einfach beschreiben: Wir gehen zum ersten Mal in unserem Leben Skifahren
und wissen noch nicht, ob es uns gefallen wird und wie lange wir Spafl daran haben
werden. Es gibt die Moglichkeiten, sich fiir 800 € eine neue Skiausriistung zu kaufen
oder fiir 50 € pro Tag eine zu leihen. Solange man noch keine Ausristung gekauft hat,
steht man jeden Morgen erneut vor der Entscheidung, eine neue Ausriistung zu kaufen
oder fiir den Tag wieder eine zu leihen.

Kaufen wir direkt am ersten Tag die Ausriistung, stellen dann aber fest, dass uns
Skifahren keinen Spafl macht, so haben wir Kosten in Hohe von 800 €, obwohl 50 €
ausgereicht hétten. Wir haben dann also 16 mal so viel ausgegeben wie notwendig
gewesen ware. Die andere extreme Strategie, nie eine Ausriistung zu kaufen, ist nicht
gut, wenn wir oft Skifahren. Sei z die Anzahl an Tagen, an denen wir Skifahren gehen.
Fir > 16 betragen die optimalen Kosten 800 €, die Strategie, stets eine Ausriistung
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1. Einleitung 7

zu leihen, verursacht jedoch Kosten in Hohe von 50z €. Der Quotient von 50z und
800 kann beliebig grofl werden.

Betrachten wir die folgende Strategie: wir leihen die ersten 15 Tage eine Ausriistung
und kaufen eine am 16. Tag, wenn uns Skifahren dann immer noch Spafl macht. Ist
x < 15, so ist diese Strategie optimal. Ist x > 16, so ist es optimal, am ersten Tag
direkt eine Ausrtstung zu kaufen, wofiir Kosten in Hohe von 800 € anfallen. Unsere
Strategie verursacht fiir die ersten 15 Tage Kosten in Hohe von 750 € fiir das Ausleihen
und an Tag 16 weitere Kosten in Hohe von 800 € fiir den Kauf der Ausriistung. Somit
sind die Gesamtkosten unserer Strategie 1550 € und damit weniger als doppelt so grof3
wie die Kosten der optimalen Losung. Diese Strategie garantiert also, dass wir stets
weniger als doppelt so viel ausgeben wie die optimale Strategie, die z von Anfang an
kennt.

Natiirlich sind die Annahmen in diesem Beispiel, dass man auch nach den ersten
Tagen nicht abschatzen kann, ob und wie lange Skifahren einem noch gefallen wird,
nicht besonders realistisch. Dieses Problem sollte den Leser deshalb auch nur mit der
Denkweise bei Online-Problemen vertraut machen.

Um formal definieren zu konnen, was ein Online-Problem ist, wiederholen wir zunéchst
die Definition eines Optimierungsproblems. Ein Optimierungsproblem 11 besteht aus
einer Menge Zy; von Instanzen oder Eingaben. Zu jeder Instanz o € Zp gehort eine
Menge S, von Ldsungen und eine Zielfunktion f, : S, — R, die jeder Losung einen
reellen Wert zuweist. Zusétzlich ist bei einem Optimierungsproblem vorgegeben, ob wir
eine Losung x mit minimalem oder mit mazimalem Wert f,(x) suchen. Wir bezeichnen
in jedem Falle mit OPT(0) den Wert einer optimalen Losung. Wenn die betrachtete
Instanz o klar aus dem Kontext hervorgeht, so schreiben wir oft einfach OPT statt
OPT(o). Fiir einen Algorithmus A fiir ein Optimierungsproblem II bezeichnen wir
mit A(o) die Losung, die er bei Eingabe o ausgibt, und mit w4 (o) ihren Wert, also

wa(o) = fo(A(0)).

Wir beschrianken uns zunachst auf Minimierungsprobleme, man kann aber auch fiir
Maximierungsprobleme eine analoge Theorie entwickeln. Ein Online-Problem unter-
scheidet sich von einem normalen Optimierungsproblem darin, dass jede Eingabe o &
7y aus einer endlichen Folge von Ereignissen besteht. Jede Eingabe o € Zp; hat also
die Form o = (oy,...,0,), wobei p nicht fest ist, sondern von Eingabe zu Eingabe
variieren kann. Ein Online-Algorithmus A muss auf jedes Ereignis o; reagieren, wo-
bei er weder die zukiinftigen Ereignisse o;,1, 0,19, ... noch die Anzahl der zukiinftigen
Ereignisse kennt. Aus den Entscheidungen, die der Online-Algorithmus A trifft, muss
sich am Ende eine Losung A(o) € S, ergeben. Wie sich diese Losung genau ergibt
und was es iberhaupt bedeutet, dass der Algorithmus auf ein Ereignis reagieren muss,
hingt vom konkreten Problem ab. Algorithmen, die bei ihren Entscheidungen Wissen
iiber die zukiinftigen Ereignisse einsetzen, bezeichnen wir als Offline-Algorithmen.

Definition 1.1 (Kompetitiver Faktor). Ein Online-Algorithmus A fir ein Minimie-
rungsproblem 11 erreicht einen kompetitiven Faktor (competitive ratio) von r > 1,
wenn es eine Konstante T € R gibt, sodass

wal(o) = f,(A(0)) <r-OPT(o)+ 7
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fur alle Instanzen o € Iy gilt. Wir sagen dann, dass A ein r-kompetitiver Online-
Algorithmus ist. Gilt sogar
wa(o) <r-OPT(0)

fiir alle Instanzen o € Iy, so ist A ein strikt r-kompetitiver Online-Algorithmus.

Ein Online-Algorithmus ist also dann strikt r-kompetitiv, wenn er auf jeder Eingabe
hochstens r mal so viele Kosten verursacht wie ein optimaler Offline-Algorithmus, der
die Eingabe bereits von Anfang an kennt und beliebig viel Zeit hat, sie optimal zu
losen. Die Konstante 7 erlaubt man bei r-kompetitiven Algorithmen, damit Einga-
ben ¢ mit kleinem Optimum OPT(o) keinen zu grofien Einfluss auf den kompetitiven
Faktor haben. Oft fithren Online-Algorithmen vor dem ersten Ereignis einen Vorver-
arbeitungsschritt durch, der gewisse Kosten verursacht, die sich erst bei Eingaben mit
vielen Ereignissen amortisieren. Um eine solche Vorgehensweise zu unterstiitzen und
den Einfluss von Eingaben, die nur aus wenigen Ereignissen bestehen, zu begrenzen,
haben wir die Konstante 7 eingefiihrt, die die Kosten des Vorverarbeitungsschrittes
absorbieren kann.

Die Definition eines strikt r-kompetitiven Algorithmus erinnert stark an die Definiti-
on eines Approximationsalgorithmus mit Giite r. Ein Unterschied ist, dass wir nicht
gefordert haben, dass die Laufzeit eines Online-Algorithmus polynomiell in der Lén-
ge der Eingabe beschrankt ist. Prinzipiell sind auch exponentielle oder noch grofie-
re endliche Laufzeiten erlaubt. Die Online-Algorithmen, die wir besprechen werden,
sind jedoch alle effizient. Fin effizienter strikt r-kompetitiver Online-Algorithmus fiir
ein Problem II ist insbesondere ein r-Approximationsalgorithmus fiir II. Umgekehrt
gilt dies jedoch nicht notwendigerweise, da Approximationsalgorithmen normalerweise
nicht online arbeiten, sondern zu Beginn Kenntnis der kompletten Eingabe benotigen.



Kapitel

Paging

In modernen Rechnern gibt es eine sogenannte Speicherhierarchie, die aus den ver-
schiedenen Speicherarten wie zum Beispiel dem CPU-Cache, dem Hauptspeicher und
dem Festplattenspeicher besteht. Je schneller der Speicher ist, desto weniger steht
zur Verfiigung, weshalb ein sinnvolles Speichermanagement bendttigt wird. Wir wollen
unsere Betrachtungen hier auf zwei Ebenen beschrinken, also beispielsweise den CPU-
Cache als schnellen und den Hauptspeicher als langsamen Speicher. Der Speicher ist
in Seiten eingeteilt, die in der x86-Architektur eine GroBle von 4kB haben. Moderne
Prozessoren haben einen CPU-Cache von mehreren Megabytes, in dem sie Seiten spei-
chern konnen. Zugriffe auf diesen CPU-Cache sind deutlich schneller als Zugriffe auf
den Hauptspeicher. Greift ein Programm auf eine Seite zu, die nicht im CPU-Cache
verfiigbar ist, so spricht man von einem Seitenfehler. Durch ein geschicktes Speicher-
management (Paging) versucht man, die Zahl der Seitenfehler so klein wie moglich zu
halten.

Wir formulieren Paging wie folgt als Online-Problem. Gegeben sei eine Zahl k >
2, die die Anzahl an Seiten bezeichnet, die im Cache gespeichert werden koénnen.
Eine Eingabe 0 = (01, ...,0,) besteht aus einer endlichen Folge von Seitenzugriffen.
Das heifit, jedes Ereignis o; ist ein Element aus N und entspricht der Nummer der
angefragten Seite. Bei einem Ereignis o; entstehen dem Algorithmus keine Kosten,
falls die Seite o; bereits im Cache gespeichert ist. Ansonsten entstehen Kosten 1 und
der Algorithmus muss die Seite o; in den Cache laden. Ist dieser bereits voll, so muss
er eine Seite aus dem Cache auswéhlen, die verdréngt (d.h. aus dem Cache entfernt)
wird. Da es sich um ein Online-Problem handelt, muss die Entscheidung, welche Seite
aus dem Cache verdréangt wird, unabhéngig von den folgenden Seitenzugriffen erfolgen.

2.1 Deterministische Algorithmen

Wir betrachten nun einige mehr oder weniger natiirliche deterministische Algorithmen
fiir das Paging-Problem.
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« LRU (least-recently-used)
Verdrange die Seite, deren letzter Zugriff am langsten zurtickliegt.

o LFU (least-frequently-used)
Verdrange die Seite, auf die bisher am seltensten zugegriffen wurde.

o FIFO (first-in-first-out)
Verdrange die Seite, die sich am langsten im Cache befindet.

« LIFO (last-in-first-out)
Verdrange die Seite, die als letztes in den Cache geladen wurde.

« FWF (flush-when-full)
Leere den Cache komplett, sobald bei vollem Cache ein Seitenfehler auftritt.

« LFD (longest-forward-distance)
Verdrange die Seite, deren nachster Zugrift am weitesten in der Zukunft liegt.

Bei den ersten fiinf dieser Algorithmen handelt es sich um Online-Algorithmen. Die
Strategie LFD kann jedoch nur mit Wissen iiber die Zukunft ausgefithrt werden und
ist deshalb kein Online-Algorithmus. In Abschnitt werden wir zeigen, dass es sich
bei LFD sogar um einen optimalen Offline-Algorithmus handelt.

2.1.1 Markierungsalgorithmen

Anstatt alle Algorithmen separat zu analysieren, fithren wir Markierungsalgorithmen
ein. Dabei handelt es sich um eine spezielle Klasse von Online-Algorithmen fiir das
Paging-Problem, zu der insbesondere LRU und FWF gehoren. Wir zeigen dann, dass
jeder Markierungsalgorithmus k-kompetitiv ist. Um definieren zu kénnen, welche Algo-
rithmen zu dieser Klasse gehoren, zerlegen wir die Eingabe o = (01, ..., 0,) zunéchst
in Phasen.

o Phase 1 ist die maximale Teilsequenz von o, die mit der ersten Anfrage beginnt
und in der auf hochstens k verschiedene Seiten zugegriffen wird.

o Phase ¢ > 2 ist die maximale Teilsequenz von o, die direkt im Anschluss an
Phase @ — 1 beginnt und in der auf héchstens k verschiedene Seiten zugegriffen
wird.

Beispiel: Phaseneinteilung

Fiir k = 3 ergibt sich die folgende beispielhafte Phaseneinteilung.

Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 4
— =
o=(1,2,4,2,1,3,5,2,3,5,1,2,3, 4 )

Ein Markierungsalgorithmus ist ein Algorithmus, der fiir jede Seite implizit oder ex-
plizit verwaltet, ob sie markiert ist oder nicht. Zu Beginn jeder Phase werden alle
Markierungen geloscht und alle Seiten sind unmarkiert. Wird im Laufe einer Phase
auf eine Seite zugegriffen, so wird diese Seite markiert. Ein Algorithmus ist genau
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dann ein Markierungsalgorithmus, wenn er fir keine Eingabe jemals eine markierte
Seite aus dem Cache verdréangt. Fin Markierungsalgorithmus verdriangt demnach bei
keiner Eingabe jemals eine Seite, auf die in der aktuellen Phase schon zugegriffen
wurde.

Theorem 2.1. LRU und FWEF sind Markierungsalgorithmen.

Beweis. Nehmen wir an, dass LRU kein Markierungsalgorithmus ist. Dann gibt es eine
Eingabe o, bei der LRU eine markierte Seite x in einer Phase i verdringt. Sei o; der
Seitenzugriff in Phase 4, bei dem Seite x verdrangt wird. Da Seite x zu diesem Zeit-
punkt markiert ist, muss es in Phase ¢ bereits einen Zugriff auf Seite  gegeben haben.
Es sei oy mit ¢’ < t der erste Seitenzugriff auf x in Phase 7. Direkt nach dem Seiten-
zugriff oy ist Seite = diejenige, die zuletzt angefragt wurde. Somit kann sie von LRU
zum Zeitpunkt o; nur dann verdréangt werden, wenn in der Teilsequenz oy 1, ..., 0y
auf mindestens k£ Seiten zugegriffen wird, die von x verschieden sind. Lage der Sei-
tenzugriff o, in derselben Phase wie der Seitenzugriff oy, so wére in der Phase also
auf mindestens k£ + 1 verschiedene Seiten zugegriffen worden, was der Definition einer
Phase widerspricht.

Betrachtet man die Arbeitsweise von FWF, so stellt man fest, dass dieser Algorithmus
zu Beginn jeder Phase (mit Ausnahme der ersten) einen Seitenfehler verursacht, der
dazu fihrt, dass der Cache komplett geleert wird. Da innerhalb einer Phase auf ma-
ximal k verschiedene Seiten zugegriffen wird, verdringt FWF innerhalb einer Phase
niemals Seiten aus dem Cache. Insgesamt konnen wir festhalten, dass FWF zu jedem
Zeitpunkt exakt die markierten Seiten im Cache halt und somit ein Markierungsalgo-
rithmus ist. O

Theorem 2.2. Jeder Markierungsalgorithmus ist strikt k-kompetitiv.

Beweis. Sei o eine beliebige Eingabe fiir das Paging-Problem und bezeichne ¢ die
Anzahl an Phasen, in die o gemafl obiger Definition zerlegt wird. Gilt ¢ = 1, so wird
in der Eingabe ¢ nur auf hochstens k£ verschiedene Seiten zugegriffen. In diesem Fall
berechnen Markierungsalgorithmen sogar die optimale Losung, da sie wie der optimale
Offline-Algorithmus genauso viele Seitenfehler verursachen, wie es verschiedene Seiten
in der Eingabe o gibt.

Wir konnen also davon ausgehen, dass ¢ > 2 gilt. Die Kosten eines beliebigen Markie-
rungsalgorithmus auf der Eingabe ¢ sind durch £k nach oben beschrankt. Der Grund
ist, dass in jeder Phase auf hochstens k verschiedene Seiten zugegriffen wird. Da eine
Seite beim ersten Zugriff in einer Phase markiert wird und der Algorithmus markierte
Seiten niemals verdrangt, verursacht er fiir jede Seite maximal einen Seitenfehler pro
Phase.

Wir behaupten, dass auch der optimale Offline-Algorithmus, der die Eingabe o zu
Beginn komplett kennt, mindestens k + ¢ — 2 Seitenfehler auf o verursacht, ndmlich k
in der ersten Phase und mindestens einen fiir jede weitere Phase bis auf die letzte. Zum
Beweis identifizieren wir /—2 disjunkte Teilsequenzen in der Eingabe o. Teilsequenz ¢ €
{1,...,¢ — 2} fingt mit dem zweiten Zugriff von Phase i + 1 an und hért mit dem
ersten Zugriff von Phase i + 2 auf (enthélt diesen aber noch).
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Beispiel: Einteilung in Teilsequenzen
Fiir obiges Beispiel mit £ = 3 ergibt sich die folgende Einteilung in Teilsequenzen.

Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 4
—_——
o=(1,2,4,21,5,5,235123, 4 )
—_—— ——

Teilseq. 1 Teilseq. 2

Sei x die erste Seite, auf die in Phase ¢ + 1 zugegriffen wird. Dann sind zu Beginn
der Teilsequenz i die Seite x und hochstens k£ — 1 weitere Seiten im Cache des op-
timalen Offline-Algorithmus. In Teilsequenz ¢ wird aber auf k unterschiedliche von x
verschiedene Seiten zugegriffen. Also verursacht der optimale Offline-Algorithmus fiir
jede Teilsequenz mindestens einen Seitenfehler. Da zu Beginn von Phase 1 der Cache
noch leer ist, verursacht er in der ersten Phase k Seitenfehler.

Damit haben wir gezeigt, dass
wa(o) <lk < (k+{—2)k <OPT(o)- -k

fiir jeden Markierungsalgorithmus A und alle Eingaben o gilt. Somit ist jeder Markie-
rungsalgorithmus strikt k-kompetitiv. O

Die beiden vorangegangenen Theoreme ergeben direkt das folgende Korollar.

Korollar 2.3. LRU und FWF sind strikt k-kompetitiv.

Der Leser sollte als Ubung beweisen, dass FIFO zwar kein Markierungsalgorithmus
aber dennoch k-kompetitiv ist.

Der Beweis von Theorem [2.2] war nicht schwer. Dennoch sollten wir uns etwas Zeit
nehmen, die wesentlichen Komponenten noch einmal anzuschauen. Um zu beweisen,
dass ein Algorithmus einen bestimmten kompetitiven Faktor erreicht, sind zwei Dinge
notwendig: Erstens miissen wir eine obere Schranke fiir den Wert der Losung angeben,
die der Algorithmus berechnet (in obigem Beweis (k). Zweitens miissen wir eine untere
Schranke fiir den Wert der optimalen Losung angeben (in obigem Beweis k + ¢ — 2).
Oftmals liegt die Schwierigkeit bei der Analyse von Online-Algorithmen genau darin,
eine niitzliche untere Schranke fiir den Wert der optimalen Lésung zu finden.

2.1.2 Untere Schranken

Gibt es fiir einen Online-Algorithmus A keine Konstante r, fiir die er r-kompetitiv ist,
so sagen wir, dass der Algorithmus nicht kompetitiv ist.

Theorem 2.4. LFU und LIFO sind nicht kompetitiv.

Beweis. Sei ¢ > 2 eine beliebige Konstante und k£ > 2. Wir betrachten das Verhalten
von LFU und LIFO auf der folgenden Sequenz:

o=(1%2 ... (k=17 (kk+1)7h.
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Es erfolgen zunéchst ¢ Zugriffe auf Seite 1, dann ¢ Zugriffe auf Seite 2 usw. Am Ende
erfolgen dann jeweils ¢ — 1 abwechselnde Zugriffe auf Seite k£ und Seite k + 1.

Es ist nicht schwierig eine Strategie anzugeben, die bei Eingabe o genau k + 1 Seiten-
fehler verursacht. LFU und LIFO fiillen bei Eingabe ¢ zunéchst den Cache mit den
Seiten 1 bis k. Wird das erste Mal auf Seite k 4+ 1 zugegriffen, so wird von beiden
Algorithmen Seite k& aus dem Cache verdringt. Danach wird auf Seite k zugegriffen
und Seite £ + 1 wird aus dem Cache verdrangt usw. Das bedeutet, dass bei jedem
Seitenzugriff in der Teilsequenz (k,k + 1)~ ein Seitenfehler erfolgt. Zusitzlich wird
beim erstmaligen Zugriff auf die Seiten 1,..., k — 1 jeweils ein Seitenfehler verursacht.
Damit erzeugen LFU und LIFO insgesamt genau k — 1 + 2(¢ — 1) Seitenfehler.

Wir miissen zeigen, dass fir jede Konstante 7 € R und jede Konstante » > 1 eine
Wahl von ¢ existiert, fiir die

wipy(0) = wuwo(o) > - OPT(0) + 7
gilt. Diese Ungleichung ist aquivalent zu

k—14+20—-1)>r-(k+1)+7
r-(k+1)+7—-k+1
5 :

= (>1+

Um diese Ungleichung zu erfiillen, miissen wir ¢ fiir gegebene r, k und 7 nur hinreichend
grofl wahlen. Somit gibt es keine Konstante r, fiir die LFU oder LIFO r-kompetitiv
sind. O

Wir haben gesehen, dass LRU und FWF k-kompetitiv sind. Eine natiirliche Frage
ist, ob wir einen besseren Online-Algorithmus finden oder die Analyse dieser Algo-
rithmen verbessern konnen. Das folgende Theorem beantwortet diese Frage negativ.
Es zeigt, dass jeder deterministische Online-Algorithmus bestenfalls k-kompetitiv ist.
Deterministisch bedeutet, dass der Algorithmus keine zufalligen Entscheidungen trifft.
Das Gegenstiick dazu sind randomisierte Online-Algorithmen, mit denen wir uns in

Abschnitt [2.2] ausfiithrlich beschéaftigen werden.

Theorem 2.5. Es gibt fir kein r < k einen deterministischen r-kompetitiven Online-
Algorithmus fiir das Paging-Problem.

Beweis. Sei A ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus fiir das Paging-
Problem. Wir wollen zeigen, dass fiir jede beliebige Konstante 7 € R und jede Kon-
stante r < k eine Eingabe o existiert, fiir die

wa(o) >r-OPT (o) + 7

gilt. Wir konstruieren dazu eine Eingabe o mit k 4 ¢ Seitenzugriffen fiir ein beliebi-
ges { € N, das wir spéter wihlen werden. In dieser Eingabe wird auf lediglich k + 1
verschiedene Seiten zugegriffen. Die ersten k Seitenzugriffe o4,..., 0 erfolgen auf &
verschiedene Seiten. Das heifit, nach der Teilsequenz oy, ..., 0. haben sowohl der Al-
gorithmus A als auch der optimale Offline-Algorithmus genau diese k Seiten im Cache.
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Bei den folgenden Seitenzugriffen oxy1,...,0, wird stets auf die Seite zugegriffen,
die Algorithmus A nicht im Cache hat. Das bedeutet, Algorithmus A verursacht auf
der so konstruierten Sequenz o genau k + ¢ Seitenfehler.

Wir analysieren nun, wie viele Seitenfehler LFD auf der soeben konstruierten Einga-
be o erzeugt. Zwar haben wir noch nicht bewiesen, dass LFD ein optimaler Offline-
Algorithmus ist, aber die Anzahl an Seitenfehlern von LFD ist in jedem Falle eine obe-
re Abschétzung fiir die Anzahl an Seitenfehlern eines optimalen Offline-Algorithmus.
LFD verdriangt stets die Seite, deren nachster Zugriff am weitesten in der Zukunft
liegt. Somit verursacht LFD einen Seitenfehler bei Seitenzugriff o4,y und dann frii-
hestens wieder bei Seitenzugriff o9, 1. Dann verdrangt LFD wieder die Seite, deren
néchster Zugriff am weitesten in der Zukunft liegt, und damit erfolgt der néchsten
Seitenfehler frithestens bei Seitenzugriff o3;,1 usw. Hierbei haben wir ausgenutzt, dass
es insgesamt nur k + 1 viele verschiedene Seiten in der konstruierten Eingabe gibt.

Insgesamt konnen wir die Anzahl an Seitenfehlern, die LFD auf der Eingabe o verur-

sacht, durch

k

nach oben abschatzen. Fir jedes k > 2, jedes r < k und jede Konstante 7 € R konnen
wir ¢ so wahlen, dass

14 ¢
wLFD(U)Sk%—L{-‘ <k+4+1+ -

wA(O') = k—i-g

k

Z T- 'LULFD<O') + T

>r-<k+1+€>+7

gilt. Man rechnet leicht nach, dass dafiir nur

k
k—r

> c(r(k+1)—k+1)
gelten muss. Da die Anzahl an Seitenfehlern von LFD mindestens so grof§ ist wie die
Anzahl an Seitenfehlern des optimalen Offline-Algorithmus, gilt fiir solche ¢ insbeson-

dere
wy(o) >1r-OPT (o) + .

Somit ist Algorithmus A nicht r-kompetitiv. O
In vorangegangenen Vorlesungen haben wir oft untere Schranken fiir die Komplexi-
tdt von Optimierungsproblemen bewiesen, die auf der Annahme P#NP beruhen. Bei

Online-Problemen ist das nicht so. Theorem 2.5 beruht auf keiner unbewiesenen An-
nahme.

2.1.3 Optimaler Offline-Algorithmus

Um ein besseres Verstédndnis fiir das Paging-Problems zu entwickeln, beweisen wir nun
noch, dass LFD ein optimaler Offline-Algorithmus ist. Das bedeutet insbesondere, dass
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die Offline-Variante des Paging-Problems effizient gelost werden kann. Dies steht im
Gegensatz zu vielen anderen Online-Problemen, deren Offline-Varianten NP-schwer
sind. Ein Grund, sich fir effiziente optimale Offline-Algorithmen zu interessieren, ist
die experimentelle Evaluation von Online-Algorithmen. M&chte man namlich expe-
rimentell den kompetitiven Faktor eines Online-Algorithmus bestimmen, so benétigt
man als Vergleich die Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus.

Theorem 2.6. LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fiir das Paging-Problem.

Beweis. Um das Theorem zu beweisen, betrachten wir einen beliebigen optimalen
Offline-Algorithmus OPT fiir das Paging-Problem. Wir werden das Verhalten von OPT
Schritt fiir Schritt so modifizieren, dass sich seine Kosten durch die Modifikation nicht
vergroBern und dass sich der modifizierte Algorithmus am Ende wie LFD verhalt.
Gelingt uns eine solche Modifikation, dann haben wir gezeigt, dass die Kosten von LFD
héchstens so grofl sind wie die eines optimalen Offline-Algorithmus. Das bedeutet, dass
LFD ein optimaler Offline-Algorithmus ist.

Die Modifikation von OPT beruht auf folgendem Lemma.

Lemma 2.7. Sei A ein beliebiger von LED verschiedener Offline-Algorithmus fiir
das Paging-Problem und sei o eine beliebige Fingabe, auf der er sich nicht wie LFD
verhdlt. Sei ferner o, der erste Seitenzugriff, bei dem sich Algorithmus A und LFD
unterschiedlich verhalten. Dann ezistiert ein Offline-Algorithmus B, der die folgenden
FEigenschaften erfillt.

1. Algorithmus B wverhdlt sich auf der Teilsequenz o1,...,0,_1 genauso wie Algo-
rithmus A.

2. Bei Ereignis oy verdringt Algorithmus B diejenige Seite aus dem Cache, deren
ndachster Zugriff am weitesten in der Zukunft liegt.

3. Auf Eingabe o verursacht Algorithmus B hdchstens so viele Seitenfehler wie Al-
gorithmus A.

Aus diesem Lemma folgt, dass LFD ein optimaler Offline-Algorithmus ist. Um das ein-
zusehen, betrachten wir einen optimalen Offline-Algorithmus OPT und eine beliebige
Eingabe ¢ = (0y,...,0,). Wir wenden Lemma nun so oft nacheinander an, bis
wir einen Algorithmus erhalten, der sich auf der Eingabe o genauso wie LFD verhalt.
Konkret erhalten wir nach der ersten Anwendung des Lemmas mit A = OPT einen
Algorithmus A; := B. Dann wenden wir das Lemma mit A = A; an und erhalten
einen Algorithmus A; := B und so weiter. Da sich Algorithmus A; mindestens auf
der Teilsequenz o7, ..., 0; genauso wie LFD verhélt, miissen wir die Anwendung des
Lemmas nur hochstens n mal wiederholen, bis wir einen Algorithmus A,, erhalten, der
sich auf der kompletten Eingabe o wie LFD verhalt. Lemma besagt, dass

wrrp(0) = wa, (0) S wa, ,(0) < ... Swa,(0) < wopr(0)

gilt. Damit ist gezeigt, dass LFD auf beliebigen Eingaben o die gleiche Anzahl an
Seitenfehlern verursacht wie ein optimaler Offline-Algorithmus. Mit anderen Worten,
LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus. O
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Beweis von Lemma[27]. Wir konstruieren nun einen Algorithmus B mit den geforder-
ten Eigenschaften. Auf der Teilsequenz oy, ..., 0, 1 verhalten sich die Algorithmen A
und B identisch. Bei Ereignis o; verursachen beide einen Seitenfehler, verdrangen je-
doch unterschiedliche Seiten aus dem Cache. Es sei b die Seite, die Algorithmus B
verdrangt, also die Seite, deren néchster Zugriff am weitesten in der Zukunft liegt,
und es sei a # b die Seite, die Algorithmus A verdringt. Dann hat der Cache von
Algorithmus A nach dem Seitenzugriff oy die Form X U {b} und der Cache von Algo-
rithmus B hat die Form X U{a}, wobei X mit | X| = k—1 die Menge der gemeinsamen
Seiten im Cache bezeichnet.

Wir beschreiben nun, wie sich Algorithmus B bei den Seitenzugriffen o1, 0449, . ..
verhélt. Dazu bezeichnen wir mit A, und B, die Cacheinhalte der Algorithmen A und B
vor Seitenzugriff o,. Gemafl dieser Cacheinhalte teilen wir die Sequenz oy,1, 0419, . ..
der noch ausstehenden Seitenzugriffe in zwei Phasen ein.

« Phase 1 umfasst alle Zeitpunkte s > ¢ 4 1, fiir die By = (A \ {b}) U {us} fir
ein ug ¢ Ay gilt. Dies ist insbesondere fir s = ¢ + 1 mit w1 = a der Fall.

« Phase 2 umfasst alle Zeitpunkte s > ¢t + 1, fiir die B, = Ay gilt.

Wir definieren das Verhalten von Algorithmus B nun so, dass es einen Zeitpunkt ¢’ >
t+1 gibt, sodass Phase 1 aus den Seitenzugriffen 0,1, ..., 0y besteht und Phase 2 aus
den Seitenzugriffen oy 11, 0y 49, . ... Das heifit insbesondere, dass alle noch ausstehenden
Seitenzugriffe zu einer der beiden Phasen gehoren. Diese Situation ist in der folgenden
Abbildung dargestellt.

| | Phase 1 | Phase 2

‘ e o o

B eowy ) B—a

Die folgende Fallunterscheidung beschreibt das Verhalten von Algorithmus B in Pha-
se 1. Sei also By = (A \ {b}) U {us} mit us ¢ As.

1. Fall: Zugriff auf u € A; N Bs. (Es erfolgt kein Seitenfehler.)

2. Fall:  Zugriff auf v ¢ A; U B,. (A und B verursachen Seitenfehler.)
Fall 2.1: A verdriangt die Seite b.
Dann verdrangt B die Seite .
Anschliefiend gilt As11 = Bsy1 (— Phase 2).
Fall 2.2: A verdréngt die Seite v # b.
Dann verdrangt B die Seite v.
Anschliefend gilt Bgy1 = (Asi1 \ {b}) U {us}.
3. Fall: Zugriff auf us. (Nur A verursacht einen Seitenfehler.)
Fall 3.1: A verdriangt die Seite b.
Anschliefiend gilt As11 = Bsy1 (— Phase 2).
Fall 3.2: A verdréngt die Seite v # b.
Anschliefend gilt By = (Ag1 \ {b}) U {v}.
4. Fall: Zugriff auf b. (Nur B verursacht einen Seitenfehler.)
Dann verdrangt B die Seite .
Anschliefend gilt Asy1 = Bsy1 (— Phase 2).
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Sobald einmal Phase 2 erreicht ist, verhalten sich die Algorithmen A und B auf den
noch ausstehenden Seitenzugriffen identisch. Damit wird Phase 2 nicht mehr verlassen,
sobald sie einmal erreicht ist. In der obigen Fallunterscheidung sieht man auch, dass in
der ersten Phase nur Konfigurationen erreicht werden, die entweder zu Phase 1 oder
zu Phase 2 gehoren. Somit ist gezeigt, dass die beiden Phasen zusammen alle noch
ausstehenden Seitenzugriffe enthalten.

Es bleibt zu zeigen, dass Algorithmus B nicht mehr Seitenfehler verursacht als Algo-
rithmus A. Dazu halten wir zunéchst fest, dass es in der obigen Fallunterscheidung
nur einen Fall gibt, der dazu fiihrt, dass Algorithmus B einen Seitenfehler verursacht,
nicht jedoch Algorithmus A. Dies ist der vierte Fall, in dem auf Seite b zugegriffen
wird. Da dieser Fall zu Phase 2 fithrt, kann er hochstens einmal auftreten. Damit ha-
ben wir zunéchst gezeigt, dass Algorithmus B hochstens einen Seitenfehler mehr als
Algorithmus A verursacht.

Da es sich bei b aber um die Seite handelt, deren Zugriff zum Zeitpunkt ¢ am weitesten
in der Zukunft liegt, muss es zuvor einen Zugriff auf Seite a gegeben haben. Solange
der dritte Fall nicht aufgetreten ist, gilt u, = a. Das bedeutet, dass der erste Zugriff
auf Seite a zu einem Zeitpunkt s mit us; = @ und somit im dritten Fall erfolgt sein
muss. In diesem Fall verursacht Algorithmus A einen Seitenfehler, nicht jedoch Algo-
rithmus B. Das heifit, wenn spéater Fall 4 erreicht wird, hat Algorithmus B verglichen
mit Algorithmus A bereits einen Seitenfehler gespart. Insgesamt folgt daraus, dass
Algorithmus B nicht mehr Seitenfehler als Algorithmus A verursacht. O

2.1.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Wir fassen nun noch einmal die Ergebnisse iiber die diskutierten deterministischen
Algorithmen fiir das Paging-Problem zusammen.

LRU (least-recently-used)
FWF (flush-when-full)
FIFO (first-in-first-out) kein Markierungsalgorithmus, aber dennoch k-
kompetitiv (Ubung)

strikt k-kompetitiv da Markierungsalgorithmen

LFU (least-frequently-used)
LIFO (last-in-first-out)
LFD (longest-forward-distance) | optimaler Offline-Algorithmus

nicht kompetitiv

2.2 Randomisierte Algorithmen

Wir haben in Theorem explizit von deterministischen Algorithmen gesprochen und
im Beweis auch ausgenutzt, dass wir einen solchen Algorithmus vorliegen haben. Nur
weil wir angenommen haben, dass der Algorithmus deterministisch ist, konnten wir
sicher zu jedem Zeitpunkt sagen, welche Seite er nicht im Cache hat, und auf diese
zugreifen. Dies legt sofort die Frage nahe, ob randomisierte Algorithmen, die zuféllige
Entscheidungen treffen diirfen, einen besseren kompetitiven Faktor als k erreichen
konnen, weil sie weniger vorhersehbar sind.
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Bevor wir genauer diskutieren, wie der kompetitive Faktor eines randomisierten On-
line-Algorithmus tiberhaupt definiert ist, beschreiben wir zunéchst zwei einfache solche
Algorithmen fiir das Paging-Problem.

« RANDOM
Verdrange, sobald der Cache voll ist, bei jedem Seitenfehler eine uniform zufallige
Seite aus dem Cache.

« MARK

Verwalte wie bei Markierungsalgorithmen ein Bit fiir jede Seite, das angibt, ob
sie markiert ist oder nicht. Wird auf eine Seite zugegriffen, die im Cache ist, so
wird diese markiert, falls sie das nicht ohnehin schon ist. Tritt ein Seitenfehler auf
und gibt es zu diesem Zeitpunkt eine nicht markierte Seite im Cache, so wéahle
eine uniform zuféllige nicht markierte Seite aus und verdrange diese. Die neue
Seite wird dann in den Cache geladen und markiert. Tritt ein Seitenfehler auf
und alle Seiten im Cache sind markiert, so 16sche alle Markierungen, verdrange
eine uniform zuféllige Seite aus dem Cache, lade die neue Seite in den Cache und
markiere sie.

Dieser Algorithmus trégt seinen Namen, da er ein naheliegender randomisierter
Markierungsalgorithmus ist.

Im Gegensatz zu deterministischen Online-Algorithmen stehen die Kosten wy(o) ei-
nes randomisierten Online-Algorithmus A auf einer Eingabe ¢ im Allgemeinen nicht
fest, sondern es handelt sich dabei um eine Zufallsvariable, die von den zufélligen
Entscheidungen des Algorithmus abhéngt. Uns interessieren bei der Bestimmung des
kompetitiven Faktors insbesondere die erwarteten Kosten E[w4(c)]. Der Erwartungs-
wert einer Zufallsvariable ist das mit der Wahrscheinlichkeit gewichtete Mittel der
moglichen Werte. In fast allen Problemen, die wir besprechen werden, sind die Kosten
ganze Zahlen. In diesem Fall gilt

o0

Ewa(o)]= Y i-Prlwa(o) =1,

1=—00

wobei Pr [wy (o) = i| die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass die Kosten von Algorith-
mus A auf der Eingabe o genau gleich ¢ sind.

Definition 2.8 (Kompetitiver Faktor fiir randomisierte Algorithmen). Ein randomi-
sierter Online-Algorithmus A fir ein Minimierungsproblem I1 erreicht einen kompeti-
tiven Faktor von r > 1, wenn es eine Konstante T € R gibt, sodass

E[wa(o)] <r-OPT(o)+ 7

fir alle Instanzen o € Iy gilt. Gilt diese Ungleichung sogar fiir 7 = 0, so ist A strikt
r-kompetitiv.

Diese Definition unterscheidet sich von Definition nur darin, dass die Kosten von
Algorithmus A auf der Eingabe o durch die entsprechenden erwarteten Kosten ersetzt
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wurden. In der Literatur wird manchmal zwischen verschiedenen Méglichkeiten unter-
schieden, den kompetitiven Faktor von randomisierten Online-Algorithmen zu definie-
ren. Diese Moglichkeiten werden anhand von verschiedenen Gegenspielern motiviert.
Es sei hier nur erwahnt, dass die obige Definition dem blinden (oblivious) Gegenspieler
entspricht. Wir gehen in dieser Vorlesung nicht auf die anderen Moglichkeiten ein, den
kompetitiven Faktor zu definieren, da sie in der aktuellen Forschung nur von geringer
Bedeutung sind.

Lesern, die ihre Kenntnisse in Wahrscheinlichkeitsrechnung auffrischen maéchten, sei
das Buch von Ulrich Krengel [14] empfohlen. Das Buch von Michael Mitzenmacher und
Eli Upfal [17] sowie das Skript zur Vorlesung randomisierte Algorithmen [20] enthalten
ebenfalls Einfithrungen in Wahrscheinlichkeitsrechnung, die insbesondere auf Aspekte
eingehen, die fiir die Informatik wichtig sind.

2.2.1 Potentialfunktionen

Bevor wir zur Analyse der beiden Algorithmen RANDOM und MARK kommen, ler-
nen wir mit Potentialfunktionen ein wichtiges Hilfsmittel zur Analyse von Online-
Algorithmen kennen. Wir setzen es in diesem Abschnitt zur Analyse von randomisier-
ten Algorithmen ein, aber es findet auch oft bei der Analyse von deterministischen
Algorithmen Anwendung. Haben wir einen deterministischen Online-Algorithmus vor-
liegen, so konnen im Folgenden alle Erwartungswerte einfach durch die entsprechenden
deterministischen Werte ersetzt werden.

Koénnen wir fiir einen Online-Algorithmus zeigen, dass er bei jedem Ereignis hochstens
r-mal so viele Kosten verursacht wie ein optimaler Offline-Algorithmus, so folgt dar-
aus, dass der Algorithmus r-kompetitiv ist. Fir viele r-kompetitive Algorithmen gilt
diese Aussage aber nicht und stattdessen sind lediglich die durchschnittlichen Kosten
pro Schritt héchstens r-mal so grofl wie die durchschnittlichen Kosten des optimalen
Offline-Algorithmus pro Schritt. Um dies zu zeigen, verwendet man haufig Potential-
funktionen.

Fiir einen Online-Algorithmus A bezeichnen wir mit S die Menge seiner moglichen
Konfigurationen und mit Sopr die Menge aller moglichen Konfigurationen eines op-
timalen Offline-Algorithmus OPT. Was genau eine Konfiguration ist, hangt von dem
konkreten Online-Problem und dem Algorithmus ab. Beim Paging ist es naheliegend,
als Konfiguration den aktuellen Cacheinhalt zu wéhlen. Man konnte also S4 = Sopr
als die Menge aller Teilmengen von Seiten mit Kardinalitdt hochstens £ wahlen. Wir
bezeichnen eine Funktion ® : Sy X Sopr — R, die jedem Paar von Konfigurationen
einen reellen Wert zuweist, als Potentialfunktion.

Ist eine Potentialfunktion @ fiir einen Online-Algorithmus A gegeben, so erzeugt jede
Eingabe o = (04, ..., 0,) eine Sequenz von Potentialen ®¢, &1, ..., d,. Dabei ist ¢y das
Potential, bevor das erste Ereignis o7 von A und OPT verarbeitet wird, und ®; fiir7 > 1
ist das Potential, nachdem das i-te Ereignis o; von A und OPT verarbeitet wurde.
Ist A ein randomisierter Algorithmus, so ist jedes Potential ®; eine Zufallsvariable.
Wir konnen den Erwartungswert E [®;] als den Kontostand von Algorithmus A zum
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Zeitpunkt ¢ betrachten. Bei jedem Ereignis o; ist es das Ziel von Algorithmus A,
héchstens r-mal so viele Kosten wie der optimale Offline-Algorithmus zu erzeugen.
Gelingt ihm dies nicht und sind seine Kosten hoher, so muss er die Differenz von
seinem Konto bezahlen, d.h. das Potential sinkt. Gelingt es Algorithmus A hingegen
sogar, weniger als die r-fachen Kosten des optimalen Offline-Algorithmus zu erzeugen,
so wird die Differenz auf sein Konto eingezahlt, d.h. das Potential steigt. Gibt es
eine Konstante 7, fiir die garantiert werden kann, dass der Kontostand ®; zu jedem
Zeitpunkt ¢ um hochstens 7 kleiner ist als der initiale Kontostand ®q, so folgt daraus,
dass der Algorithmus r-kompetitiv ist.

Um dies zu formalisieren, bezeichnen wir fir ¢ > 1 mit A; die Kosten, die Algo-
rithmus A bei Ereignis o; entstehen, und mit OPT; die Kosten, die dem optimalen
Offline-Algorithmus bei Ereignis o; entstehen. Wir definieren die amortisierten Kosten
von Algorithmus A bei Ereignis o; als

a; = Az + CI)Z — (I)i—l-

Ist A ein randomisierter Algorithmus, so handelt es sich auch bei den amortisierten
Kosten a; um Zufallsvariablen.

Theorem 2.9. Es sei A ein Online-Algorithmus und r > 1. Gibt es eine Konstante b >
0 und eine Potentialfunktion ®, die die folgenden drei Bedingungen fiir jede Fingabe o
erfullt, so erreicht Algorithmus A einen kompetitiven Faktor von r.

1. Fir jedes i > 1 gilt Efa;] <r-OPT,.

2. FEs gilt E[®g] <b.

3. Fir jedes i > 1 gilt E[®;] > —b.

Beweis. Wir kénnen die erwarteten Kosten von Algorithmus A auf der Eingabe o als

n

E[wa(0)] = E [z; Ai] - ZIE [A] =S Ela; — @ + ;_y]

i=1

> (Bla) - B0] + Blo)

schreiben. Dabei haben wir im zweiten und vierten Schritt die Linearitdat des Erwar-
tungswertes ausgenutzt] und im zweiten Schritt haben wir die Definition der amorti-
sierten Kosten eingesetzt. Nutzt man nun noch aus, dass es sich bei dem Term auf der
rechten Seite um eine Teleskopsumme handelt, bei der sich alle Potentiale bis auf E [®]
und —E[®,] aufheben, so erhilt man

Ewa(0)] =Y Ela;] + E[®)] —E[®,] <r ) OPT;+2b=1r-OPT(0) + 2b.
i—1 i=1
Da b eine Konstante ist, folgt daraus, dass Algorithmus A einen kompetitiven Faktor
von r erreicht. OJ

!Bei der Linearitit des Erwartungswertes handelt es sich um eine sehr niitzliche Eigenschaft von
Erwartungswerten. Sind zwei Zufallsvariablen X und Y gegeben, die beliebig voneinander abhéngen
diirfen, so gilt E[X + Y] =E[X]+ E[Y].
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Ist A ein deterministischer Online-Algorithmus, so sind alle Gréflen, die in dem Theo-
rem vorkommen, fest und dementsprechend konnen die Erwartungswerte durch die
entsprechenden deterministischen Werte ersetzt werden. Dieses Theorem entspricht
genau der Intuition, die wir oben formuliert haben. Sind die erwarteten Kosten E [A;]
von Algorithmus A in einem Schritt grofler als die r-fachen Kosten r - OPT; des op-
timalen Offline-Algorithmus, so muss das Potential (d.h. der Kontostand) in diesem
Schritt um mindestens diese Differenz fallen, damit die erste Bedingung erfiillt ist.
Ist E[A;] hingegen kleiner als r - OPT;, so darf das Potential um die Differenz anstei-
gen. Die zweite und dritte Bedingung stellen sicher, dass zu Beginn nicht mehr als ein
konstanter Betrag auf dem Konto ist und dass das Konto zu keinem Zeitpunkt um
mehr als einen konstanten Betrag iiberzogen ist.

2.2.2 Analyse von RANDOM

Mithilfe der oben eingefithrten Methode der Potentialfunktionen kénnen wir den Al-
gorithmus RANDOM analysieren.

Theorem 2.10. Der Algorithmus RANDOM ist k-kompetitiv.

Beweis. Es sei OPT ein beliebiger optimaler Offline-Algorithmus und o eine beliebige
Eingabe. Eine Konfiguration, in der es z Seiten gibt, die sowohl RANDOM als auch
der optimale Offline-Algorithmus im Cache gespeichert haben, bildet die Potential-
funktion ®, die wir in diesem Beweis einsetzen, auf k(k — z) ab. Besteht die Eingabe o
aus n Seitenzugriffen, so ergibt sich daraus eine Sequenz ®g, &4, ..., P, von Potentia-
len. Bezeichnen wir mit z; die Anzahl an Seiten, die sowohl RANDOM als auch der
optimale Offline-Algorithmus nach dem Seitenzugriff o; im Cache gespeichert haben,
so gilt ®; = k(k — 2;) fir i > 1. AuBerdem gilt ®; = k?, da zu Beginn die Caches leer
sind. Das Potential ist durch Null nach unten und durch &% nach oben beschrankt und
es ist genau dann gleich Null, wenn beide Algorithmen dieselben k Seiten im Cache
gespeichert haben.

Die Intuition hinter dieser Potentialfunktion ist, dass es gut ist, wenn sich die Cachein-
halte des optimalen Offline-Algorithmus und von RANDOM nur wenig unterscheiden,
da es dann nur wenige Seiten gibt, bei deren Anfrage RANDOM einen Seitenfehler ver-
ursacht, der optimale Offline-Algorithmus aber nicht. Im Idealfall, dass die Cacheinhal-
te iibereinstimmen, kann es tiberhaupt nicht passieren, dass RANDOM mehr Kosten
als der optimale Offline-Algorithmus verursacht. Man kann die Potentialfunktion nun
wie folgt interpretieren: Je grofer das Potential von RANDOM ist, d. h. je mehr Kosten
er verglichen mit den k-fachen Kosten des optimalen Offline-Algorithmus eingespart
hat, desto groBer darf sein Cache von dem Cache des optimalen Offline-Algorithmus
abweichen. Hat er bisher wenig Kosten eingespart, so miissen zumindest die Cachein-
halte dhnlich aussehen. Anders ausgedriickt, kann es Schritte geben, in denen RAN-
DOM mehr als die k-fachen Kosten des optimalen Offline-Algorithmus verursacht, aber
nach diesen Schritten muss es mehr gemeinsame Seiten geben, die in beiden Caches
vorhanden sind.
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Wir bezeichnen mit Rand; und OPT; die Kosten von RANDOM bzw. die des optimalen
Offline-Algorithmus bei Seitenzugriff o;. Diese sind entweder eins oder null, je nachdem
ob ein Seitenfehler auftritt oder nicht. Die amortisierten Kosten definieren wir fir¢ > 1

als
a; = Randi + (I)z — (I)ifl-

Sowohl bei den Kosten Rand; als auch bei den amortisierten Kosten a; handelt es sich
um Zufallsvariablen. Damit wir Theorem [2.9| anwenden kénnen, weisen wir nach, dass
fur allei > 1

Efa;] < k-OPT,; (2.1)

gilt. Ist diese Ungleichung bewiesen, so kénnen wir Theorem [2.9 mit der Konstante b =
k* anwenden und erhalten, dass RANDOM k-kompetitiv ist. Wir weisen die zu (2.1])
aquivalente Ungleichung

nun mithilfe einer Fallunterscheidung nach. Solange insgesamt auf nur maximal k ver-
schiedene Seiten zugegriffen wird, verhalten sich RANDOM und der optimale Offline-
Algorithmus identisch, da sie keine Seiten aus dem Cache verdringen miissen. Somit
verursachen sie auch exakt die gleichen Kosten. Ab dem Zugriff auf die k-te Seite ha-
ben RANDOM und der optimale Offline-Algorithmus fiir den Rest der Sequenz jeweils
genau k Seiten im Cache gespeichert. Wir gehen in der Fallunterscheidung davon aus,
dass diese Situation bereits erreicht wurde.

Sei i > 1 beliebig und bezeichne P mit |P| = z;_; die Menge der Seiten, die RANDOM
und OPT unmittelbar vor dem Seitenzugriff o; gemeinsam im Cache haben. Auflerdem
bezeichne p = o; die Seite, auf die als nédchstes zugegriffen wird. Zwar handelt es sich
bei P um eine Zufallsvariable, aber wir zeigen, dass fiir jede Wahl von P gilt.
Das heifit, wir konnen in der folgenden Fallunterscheidung davon ausgehen, dass die
ersten 7 — 1 Schritte bereits abgeschlossen sind, und wir wissen, wie die Cacheinhalte
unmittelbar vor dem Zugriff o; aussehen.

1. pist im Cache von RANDOM.

In diesem Fall gilt Rand; = 0. Ist p auch im Cache des optimalen Offline-
Algorithmus, so &ndern sich die Cacheinhalte nicht und es gilt &, —®;_; = 0. Ist p
nicht im Cache des optimalen Offline-Algorithmus, so gilt ®; — &, € {0, —k},
je nachdem, ob der optimale Offline-Algorithmus eine Seite aus P oder eine an-
dere Seite verdrangt. Damit ist die linke Seite von stets kleiner oder gleich
null, wahrend die rechte Seite stets grofler oder gleich null ist. Damit ist
bewiesen.

2. p ist nicht im Cache von RANDOM, aber im Cache von OPT.
In diesem Fall gilt Rand;, = 1 und OPT; = 0. Verdrangt RANDOM eine Seite
aus P aus dem Cache, so gilt ®; — &, _; = 0. Verdrangt RANDOM eine Seite,
die nicht zu P gehort, so gilt &, — ®;_; = —k. Die Wahrscheinlichkeit, eine Seite
zu verdrangen, die nicht zu P gehort, betragt (k — 2;_1)/k. Damit gilt

k— 2z

E[®, @] =~

(k) =z — k< -1 (2.3)
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Dabei haben wir z; 1 < k — 1 ausgenutzt, was gilt, da p nur im Cache von OPT
enthalten ist. Wegen & - OPT; — Rand; = —1 ist damit (2.2]) bewiesen.

3. p ist weder im Cache von RANDOM noch im Cache von OPT.
In diesem Fall nimmt die rechte Seite von (2.2]) den Wert k£ — 1 an.

(a) OPT verdréngt eine Seite, die nicht zu P gehort.
In diesem Fall gilt &;,—®; ; € {0, —k}, je nachdem, ob RANDOM eine Seite
aus P oder eine andere Seite verdrangt. Somit ist die linke Seite von ([2.2))
stets kleiner als k£ — 1.

(b) OPT verdriangt eine Seite aus P.
Verdrangt RANDOM dieselbe Seite, so dndert sich das Potential nicht. Das
ist auch der Fall, wenn RANDOM eine Seite verdrangt, die nicht zu P
gehort. Nur in dem Fall, dass RANDOM eine andere Seite aus P als der
optimale Offline-Algorithmus verdréngt, erhoht sich das Potential um k. Die
Wahrscheinlichkeit, dass dies eintritt, betrdgt (z;_; — 1)/k. Daraus folgt

io1— 1
E[®,—®, = 1" k<k-1 (2.4)
Damit ist gezeigt, dass (2.2)) fiir jede Wahl von P gilt. [

Wir haben im vorangegangenen Beweis nachgerechnet, dass die gewahlte Potential-
funktion das gewtinschte Ergebnis liefert. Wie aber findet man eine geeignete Po-
tentialfunktion? Zunédchst muss man eine Idee entwickeln, von welchen Faktoren ein
geeignetes Potential abhdngen sollte. Das ist problemspezifisch und es gibt kein all-
gemeines Rezept dafiir. Aber selbst, wenn man wie oben bereits die Ahnlichkeit der
Cacheinhalte als geeigneten Faktor identifiziert hat, ist die Wahl der Potentialfunkti-
on nicht eindeutig. Warum haben wir bei z gemeinsamen Seiten nicht einfach k£ — z
anstatt k(k — z) als Potential definiert? Auch hierfiir ist es schwierig ein Patentrezept
anzugeben, aber hat man zumindest schon a(k — z) fir ein a > 0 als Moglichkeit ins
Auge gefasst, so ergibt sich die Wahl a = k£ aus dem Beweis. Es handelt sich dabei
niamlich um die einzige Wahl, fiir die und gleichzeitig erfiillt sind. Ist a < k,
so gilt die zu zeigende Ungleichung in Fall 2 im Allgemeinen nicht. Ist a > &, so
gilt diese Ungleichung in Fall 3b im Allgemeinen nicht.

Auf den ersten Blick erscheint es keinen Grund zu geben, RANDOM dem determinis-
tischen Algorithmus LRU vorzuziehen. Beide erreichen denselben kompetitiven Faktor
und LRU erreicht diesen sogar deterministisch. Ein grofler Vorteil von RANDOM ist
aber, dass er keinen Speicher benotigt, wohingegen LRU fiir jede Seite speichern muss,
wann auf sie das letzte Mal zugegriffen wurde. Da es uns ja gerade darum geht, den
kleinen Cache moglichst sinnvoll zu nutzen, ist dieser Vorteil nicht zu unterschétzen.
AuBlerdem benotigt RANDOM pro Anfrage nur eine konstante Laufzeit, wohingegen
bei LRU eine Priority Queue verwaltet werden muss, um die Seite im Cache zu finden,
deren letzter Zugriff am langsten zuriickliegt.
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Untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor von RANDOM

Wir zeigen nun eine zu Theorem passende untere Schranke fiir den kompetitiven
Faktor von RANDOM. Zunéchst beschéftigen wir uns kurz mit geometrischen Zufalls-
variablen. Solche Zufallsvariablen treten immer dann auf, wenn wir ein Experiment,
das entweder erfolgreich sein kann oder nicht, solange unabhéngig wiederholen, bis der
erste Erfolg eintritt. Wir werfen also beispielsweise solange einen Wiirfel, bis das erste
Mal die Augenzahl sechs erscheint. Die Zufallsvariable X, die in einem solchen Sze-
nario die Anzahl an Wiederholungen beschreibt, ist geometrisch verteilt. Ist p € (0, 1]
die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzelnes Experiment erfolgreich ist, so nimmt X nur
natiirliche Zahlen als Werte an und fiir jedes i € N gilt

Pr[X =i =(1-p)'p.

Eine kurze Rechnung zeigt E[X]| = 1/p. Wir sagen, dass X geometrisch mit Parame-
ter p verteilt ist. Im Erwartungswert miissen wir den Wiirfel also sechsmal werfen, bis
wir das erste Mal eine Sechs sehen. In der unteren Schranke fir RANDOM werden
abgeschnittene geometrische Zufallsvariablen vorkommen. Eine bei n € N abgeschnit-
tene geometrische Zufallsvariable X ist die Zufallsvariable min{X, n}. Ubertragen auf
obige Anschauung bedeutet das, dass wir nach n — 1 erfolglosen Versuchen, den n-ten
Versuch unabhéngig von seinem tatsédchlichen Ausgang als erfolgreich definieren.

Lemma 2.11. FEs sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter p
und es sein € N. Fir die Zufallsvariable Y = min{ X, n} gilt

1-(A-p"

BlY] =

Beweis. Mit ¢ = 1 — p erhalten wir

Zii~Pr[min{X,n}=z’] Iii-Pr[X:i]+§:n~Pr[X

i=1

—me{z n}-Pr[X Zmln{l n}-p-q!

i]

[e.e]

ZZi-p-qH— > (i—n)-p-g!
=1 i=n-+1
:Zi-Pr[X:z’]—Zim@”"’l
-1 _ 1—q"
=E[X]—¢" Zzpq (1-¢")-E[X]= P O

Nun haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um die untere Schranke fiir den kompeti-
tiven Faktor von RANDOM zu beweisen.

Theorem 2.12. Der kompetitive Faktor von RANDOM betrigt mindestens k.
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Beweis. Wir betrachten die Sequenz

o= ((ar,...,ax), (b, as,...,ap)" (ba,ag, ..., ax)", ..., (b, ag,. .. a)").
Zunachst wird auf die Seiten aq,...,a, jeweils einmal zugegriffen und anschliefSend
gibt es m Blocke der Form (b;, as, ..., ai), die jeweils ¢ mal wiederholt werden. Dabei
bezeichnen ay, ..., ax, by, ..., b, paarweise verschiedene Seiten und die Werte ¢ und m

werden spéter gewahlt.

Der optimale Offline-Algorithmus verursacht OPT(c) = k + m Seitenfehler auf der
Sequenz o. Zunéchst verursacht er bei den Zugriffen auf die Seiten aq, ..., a; jeweils
einen Seitenfehler und anschliefend verursacht er fiir jede Teilsequenz (b;, as, . . ., ax)*
genau einen Seitenfehler.

Wir bestimmen nun, wie viele Seitenfehler RANDOM im Erwartungswert auf einer

Teilsequenz der Form (b;, as, . . . , a;)* verursacht. Zunichst konnen wir festhalten, dass
RANDOM unmittelbar bevor er diese Teilsequenz erreicht, hochstens k£ — 1 der Sei-
ten b;, as,...,ar im Cache hat. Dies liegt daran, dass die Seite b; vorher noch nicht

angefragt wurde. Das bedeutet, dass es in der Teilsequenz mindestens einen Seiten-
fehler geben wird. Wir nennen einen Seitenfehler erfolgreich, wenn davor genau k£ — 1
der Seiten b;, as, . .., a; im Cache sind und RANDOM die einzige Seite aus dem Cache

verdrangt, die nicht zu b;, as, ..., ar gehort. Ist ein Seitenfehler erfolgreich, so treten
in der Teilsequenz keine weiteren Seitenfehler mehr auf. Selbst wenn wir optimistisch
davon ausgehen, dass genau k — 1 der Seiten b;, as, ..., a; im Cache sind, betragt die

Wahrscheinlichkeit, dass RANDOM die richtige Seite aus dem Cache verdrangt, ge-
nau 1/k. Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Seitenfehler erfolgreich ist,
betragt hochstens 1/k.

Wiirden wir den Block (b;, as, . . ., ax) unendlich oft wiederholen, so konnten wir die An-
zahl an Seitenfehlern bis zum ersten erfolgreichen Seitenfehler durch eine geometrische
Zufallsvariable mit Parameter 1/k nach unten abschitzen. Dadurch, dass der Block
aber nur /-mal wiederholt wird, konnen wir die Anzahl an Seitenfehlern nur durch eine
abgeschnittene geometrische Zufallsvariable abschatzen. Da es bis zum ersten erfolg-
reichen Seitenfehler in jedem Durchlauf des Blockes (b;, as, ..., ax) mindestens einen
Seitenfehler gibt, treten unter der Annahme, dass alle Seitenfehler erfolglos sind, in
der Teilsequenz (b;, ay, . . ., a)" mindestens ¢ Seitenfehler auf. Demzufolge kénnen wir
die Anzahl an Seitenfehlern in der Teilsequenz durch eine bei ¢ abgeschnittene geome-
trische Zufallsvariable mit Parameter 1/k nach unten abschétzen. Gemaff Lemma [2.11]
betrigt die erwartete Anzahl an Seitenfehlern in dieser Teilsequenz somit mindestens

o= (-1)

Mit der Linearitdt des Erwartungswertes folgt, dass wir die erwarteten Kosten von
RANDOM auf ¢ wie folgt nach unten abschitzen kénnen:

E [wranpom(0)] > k + mk - <1 — (1 — ]1>€> > mk - <1 — <1 — ;>Z>

Seien nun beliebige Konstanten » < k£ und 7 gegeben. Wir miissen zeigen, dass wir die
Parameter m und ¢ so wéahlen konnen, dass

E [wranpom(c)] > - OPT(0) + 7
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gilt. Auf Grund unserer Voriiberlegungen gentigt es, die Parameter so zu wéhlen, dass
die Ungleichung

mik - (1— (1—]1)@) > r(k+m) -7 (2.5)

erfiillt ist. Da limy oo (1 — 1/k)¢ = 0 und r < k gelten, existiert ein ¢, fiir das

1\¢
v (1= (11
gilt. Damit vereinfacht sich (2.5)) zu

mr' > r(k+m)+,

was fir m = 14 (rk + 7)/(r" — r) erfillt ist. Damit ist gezeigt, dass RANDOM fiir
kein r < k einen kompetitiven Faktor von r erreicht. O

2.2.3 Analyse von MARK

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass der Algorithmus MARK einen deutlich besseren
kompetitiven Faktor als RANDOM erreicht. Fiir £ > 1 bezeichnen wir im Folgenden
mit Hy, die k-te harmonische Zahl, also

Aus fritheren Vorlesungen ist dem Leser wahrscheinlich bekannt, dass Hy = O(log k)
gilt. Es gilt sogar die schérfere Abschatzung

Ink< H, <1+Ink.

Theorem 2.13. Der Algorithmus MARK ist 2Hy-kompetitiv.

Beweis. Es sei o eine beliebige Eingabe mit n Phasen beziiglich derselben Phasenein-
teilung wie bei deterministischen Paging-Algorithmen. In der ersten Phase verursachen
MARK und der optimale Offline-Algorithmus jeweils genau &k Seitenfehler. In jeder
weiteren Phase ¢ > 2 hdngt die Anzahl an erwarteten Seitenfehlern, die MARK ver-
ursacht, davon ab, wie viele neue Seiten es in Phase ¢ verglichen mit Phase ¢ — 1 gibt.
Formal teilen wir die Menge der Seiten, auf die in Phase ¢ zugegriffen wird, in neue
und alte Seiten ein. Dabei nennen wir eine Seite alt, wenn auf sie auch in Phase i — 1
zugegriffen wird, und sonst neu. Es sei m; die Anzahl an neuen Seiten in Phase ¢. Dann
betrigt die Anzahl an alten Seiten in jeder Phase ¢ bis auf die letzte genau k —m;. In
der letzten Phase n betrigt die Anzahl an alten Seiten hochstens k — m,,.

Neue Seiten verursachen in Phase ¢ jeweils genau einen Seitenfehler, egal wann sie in
der Phase vorkommen. Alte Seiten hingegen sind zu Beginn von Phase ¢ im Cache. Sie
verursachen nur dann einen Seitenfehler, wenn sie in Phase ¢ vor ihrem ersten Zugrift
verdrangt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine alte Seite bei ihrem ersten Zugrift
in Phase i noch im Cache ist, sinkt mit der Anzahl an neuen Seiten, auf die vorher
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in Phase ¢ zugegriffen wird. Demzufolge ist die erwartete Anzahl an Seitenfehlern von
MARK in Phase i am grofiten, wenn zunéchst auf alle neuen Seiten mindestens einmal
zugegriffen wird und erst danach auf die alten. Wir gehen im Folgenden davon aus,
dass in der Sequenz o die Reihenfolge der Zugriffe so gewéhlt ist. Dadurch kann fiir
jede alte Seite die Wahrscheinlichkeit, dass sie bei ihrem ersten Zugriff in einer Phase
noch im Cache ist, hochstens sinken, und somit konnen die erwarteten Kosten von
MARK hoéchstens steigen.

Prinzipiell kann eine solche Umordnung der Zugriffe in ¢ jedoch auch die Kosten des
optimalen Offline-Algorithmus vergroflern, weshalb wir a priori nicht ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit davon ausgehen kénnen, dass in jeder Phase zunéchst auf die
neuen Seiten zugegriffen wird. Die Abschétzung fiir die Kosten eines optimalen Offline-
Algorithmus, die wir unten herleiten werden, hangt jedoch nur von den m; und nicht
von der Reihenfolge der Zugriffe innerhalb einer Phase ab. Aus diesem Grunde kénnen
wir im Folgenden tatsédchlich ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen,
dass in jeder Phase zunéchst auf die neuen Seiten zugegriffen wird.

Auflerdem fiillen wir gegebenenfalls die letzte Phase n auf, sodass auch dort auf ge-
nau k — m,, alte Seiten zugegriffen wird. Da wir dafiir weniger als k£ Zugriffe zu der
Sequenz ¢ hinzufiigen miissen, dndert dies die Kosten von MARK und die des optima-
len Offline-Algorithmus nur um hochstens eine Konstante, was wegen der Konstante 7
in Definition den kompetitiven Faktor nicht beeinflusst.

Wir sortieren die alten Seiten nun nach ihrem ersten Zugriff in Phase ¢ und bezeichnen
fur j € {1,...,k—m;} mit p; die Wahrscheinlichkeit, dass die j-te alte Seite bei ihrem
ersten Zugriff in Phase ¢ noch im Cache enthalten ist. Es gilt dann
k— m;
P = k )
denn von den k Seiten, die zu Beginn von Phase ¢ im Cache sind, werden vor dem

Zugriff auf die erste alte Seite m; uniform zufillig ausgewahlte Seiten verdrangt. All-
gemein gilt

kemi— (- 1)
PETE=G-D)

fur jedes 7 € {1,...,k — m;}. Um dies einzusehen, betrachten wir Zahler und Nenner
getrennt. Der Zahler k—m;—(j—1) entspricht der Anzahl an unmarkierten alten Seiten
im Cache von MARK direkt vor dem ersten Zugriff auf die j-te alte Seite. Der Nenner
entspricht der Anzahl an unmarkierten alten Seiten insgesamt (d.h. hier werden auch
die unmarkierten alten Seiten gezdhlt, die MARK nicht mehr im Cache hat). Da die
unmarkierten alten Seiten bisher in Phase ¢ noch nicht vorgekommen sind, besitzt
jede davon die gleiche Wahrscheinlichkeit, noch im Cache von MARK zu sein. Deshalb
ist von den k — (j — 1) in Frage kommenden Seiten eine uniform zufillig gewéhlte
Teilmenge der Grofle & — m; — (j — 1) im Cache. Da die j-te alte Seite unmittelbar
vor ihrem ersten Zugriff nicht markiert ist, entspricht die Wahrscheinlichkeit p;, dass
sie im Cache ist, genau dem Quotienten dieser beiden Terme.

Die erwartete Anzahl an Seitenfehlern, die die j-te alte Seite verursacht, betrigt

pi-0+(1—pj)-1=1-p;
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Nutzt man die Linearitat des Erwartungswertes und beriicksichtigt man, dass jede
der m; > 1 neuen Seiten einen Seitenfehler verursacht, so kann man die erwartete
Anzahl an Seitenfehlern von MARK in Phase 7 > 2 durch

k—my; k—m;

k
1
m; + E 1—p;)=m;+ E <mi~E —— =m,; - H},
j:1( ’ j=1 ]_1) j:lk_<.]_1)

nach oben beschranken. Definieren wir aulerdem m; = k, so ist diese Abschéitzung
auch fiir die erste Phase giiltig, in der MARK genau k Seitenfehler verursacht. Wir
konnen wieder mithilfe der Linearitat des Erwartungswertes die erwarteten Kosten von
MARK auf der Eingabe o durch

E [wniark (0)] < Hy - imi

i=1
nach oben abschétzen.

Nun miissen wir nur noch die Kosten des optimalen Offline-Algorithmus nach unten
beschrénken. Dazu betrachten wir fur i € {2,...n} die zwei aufeinanderfolgenden
Phasen 7 — 1 und 7. Insgesamt wird in der Teilsequenz, die aus diesen beiden Phasen
besteht, auf k& + m,; viele verschiedene Seiten zugegriffen. Da maximal k£ von diesen
zu Beginn von Phase ¢ — 1 im Cache enthalten sein konnen, verursacht jeder Algo-
rithmus auf dieser Teilsequenz mindestens m; Seitenfehler. Aulerdem verursacht jeder
Algorithmus in der ersten Phase genau m; = k Seitenfehler. Diese Situation ist in der
folgenden Abbildung fiir eine Sequenz mit vier Phasen beispielhaft dargestellt.

R R

Betrachten wir die erste Phase und alle Teilsequenzen von zwei aufeinanderfolgenden
Phasen und addieren die Seitenfehler auf, so erhalten wir >°7" ; m;. In dieser Summe
haben wir jeden Seitenfehler maximal zweimal gezéhlt. Deshalb erhalten wir

als untere Schranke fiir die Kosten des optimalen Offline-Algorithmus. Insgesamt folgt,
wie gewiinscht,

OPT(c

l\D\»—t

i=1

Beweis. Es sei o eine beliebige Eingabe mit n Phasen beziiglich derselben Phasenein-
teilung wie bei deterministischen Paging-Algorithmen. In der ersten Phase verursachen
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MARK und der optimale Offline-Algorithmus jeweils genau k Seitenfehler. In jeder
weiteren Phase ¢ > 2 hdngt die Anzahl an erwarteten Seitenfehlern, die MARK ver-
ursacht, davon ab, wie viele neue Seiten es in Phase ¢ verglichen mit Phase ¢ — 1 gibt.
Formal teilen wir die Menge der Seiten, auf die in Phase ¢ zugegriffen wird, in neue
und alte Seiten ein. Dabei nennen wir eine Seite alt, wenn auf sie auch in Phase ¢ — 1
zugegriffen wird, und sonst neu. Es sei m; die Anzahl an neuen Seiten in Phase 7. Dann
betrigt die Anzahl an alten Seiten in jeder Phase ¢ bis auf die letzte genau k — m;. In
der letzten Phase n betrigt die Anzahl an alten Seiten hochstens k — m,,.

Neue Seiten verursachen in Phase ¢ jeweils genau einen Seitenfehler, egal wann sie in
der Phase vorkommen. Alte Seiten hingegen sind zu Beginn von Phase i im Cache. Sie
verursachen nur dann einen Seitenfehler, wenn sie in Phase ¢ vor ihrem ersten Zugriff
verdriangt werden.

Um die Notation einfach zu halten, fiillen wir gegebenenfalls die letzte Phase n auf,
sodass auch dort auf genau k — m,, alte Seiten zugegriffen wird. Da wir dafiir weniger
als k Zugriffe zu der Sequenz o hinzufiigen miissen, dndert dies die Kosten von MARK
und die des optimalen Offline-Algorithmus nur um hochstens eine Konstante, was
wegen der Konstante 7 in Definition den kompetitiven Faktor nicht beeinflusst.

Wir sortieren die alten Seiten nun nach ihrem ersten Zugriff in Phase ¢ und bezeichnen
fur j € {1,...,k—m;} mit p; die Wahrscheinlichkeit, dass die j-te alte Seite bei ihrem
ersten Zugriff in Phase ¢ noch im Cache enthalten ist. Bezeichnen wir mit m' die
Anzahl der neuen Seiten, auf die vor der ersten alten Seite in dieser Phase zugegriffen
werden, gilt dann

P = > ;
k k
denn von den k Seiten, die zu Beginn von Phase ¢ im Cache sind, werden vor dem
Zugriff auf die erste alte Seite m’ uniform zuféllig ausgewahlte Seiten verdrangt. Be-
trachten wir nun ein beliebiges j € {1,...,k — m;} und bezeichnen wir mit m’ die
Anzahl der neuen Seiten, auf die vor der j-ten alten Seite in dieser Phase zugegriffen
werden. Dann gilt auch allgemein
, ‘ ‘
pj:k m—G - komi— (G —1)
k—(G—-1) k—0G—1)

Um dies einzusehen, betrachten wir Zahler und Nenner getrennt. Der Zahler k —m’ —
(7—1) entspricht der Anzahl an unmarkierten alten Seiten im Cache von MARK direkt
vor dem ersten Zugriff auf die j-te alte Seite. Der Nenner entspricht der Anzahl an
unmarkierten alten Seiten insgesamt (d.h. hier werden auch die unmarkierten alten
Seiten gezahlt, die MARK nicht mehr im Cache hat). Da die unmarkierten alten
Seiten bisher in Phase ¢ noch nicht vorgekommen sind, besitzt jede davon die gleiche
Wahrscheinlichkeit, noch im Cache von MARK zu sein. Deshalb ist von den k— (j —1)
in Frage kommenden Seiten eine uniform zuféllig gewéhlte Teilmenge der Grofle k —
m; — (7 —1) im Cache. Da die j-te alte Seite unmittelbar vor ihrem ersten Zugriff nicht
markiert ist, entspricht die Wahrscheinlichkeit p;, dass sie im Cache ist, genau dem
Quotienten dieser beiden Terme.

Die erwartete Anzahl an Seitenfehlern, die die j-te alte Seite verursacht, betrégt

pi-0+ (1 —pj)-1=1-p;
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Nutzt man die Linearitat des Erwartungswertes und beriicksichtigt man, dass jede
der m; > 1 neuen Seiten einen Seitenfehler verursacht, so kann man die erwartete

Anzahl an Seitenfehlern von MARK in Phase 7 > 2 durch

k—m; k—m; k
m; + 1-— =m; + -H
;( 2 Jz‘i J—l 2:: J—l) *

nach oben beschranken. Definieren wir aulerdem m; = k, so ist diese Abschétzung
auch fiir die erste Phase giiltig, in der MARK genau k Seitenfehler verursacht. Wir
konnen wieder mithilfe der Linearitat des Erwartungswertes die erwarteten Kosten von

MARK auf der Eingabe o durch

E [wnark (0)] < Hy - zn:mi

i=1
nach oben abschétzen.

Nun miissen wir nur noch die Kosten des optimalen Offline-Algorithmus nach unten
beschrénken. Dazu betrachten wir fir i € {2,...n} die zwei aufeinanderfolgenden
Phasen ¢ — 1 und 7. Insgesamt wird in der Teilsequenz, die aus diesen beiden Phasen
besteht, auf & + m,; viele verschiedene Seiten zugegriffen. Da maximal £ von diesen
zu Beginn von Phase ¢ — 1 im Cache enthalten sein kénnen, verursacht jeder Algo-
rithmus auf dieser Teilsequenz mindestens m,; Seitenfehler. Aulerdem verursacht jeder
Algorithmus in der ersten Phase genau m; = k Seitenfehler. Diese Situation ist in der
folgenden Abbildung fiir eine Sequenz mit vier Phasen beispielhaft dargestellt.

0, 0,0,@,

Betrachten wir die erste Phase und alle Teilsequenzen von zwei aufeinanderfolgenden
Phasen und addieren die Seitenfehler auf, so erhalten wir > ; m;. In dieser Summe
haben wir jeden Seitenfehler maximal zweimal gezahlt. Deshalb erhalten wir

OPT (o Z m;

als untere Schranke fiir die Kosten des optimalen Offline-Algorithmus. Insgesamt folgt,

wie gewiinscht,
n

=1

Das Theorem zeigt, dass randomisierte Algorithmen einen deutlich besseren kompe-
titiven Faktor erreichen konnen, als dies mit deterministischen Algorithmen moglich
ist. Dies ist nicht nur fiir das Paging-Problem der Fall, sondern es ist eine Eigenschaft
von sehr vielen Online-Problemen.
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2.2.4 Untere Schranke fiir randomisierte Online-Algorithmen

Zum Abschluss zeigen wir nun noch, dass es sich bei MARK um einen asymptotisch
optimalen Online-Algorithmus handelt.

Theorem 2.14. FEs existiert kein randomisierter Online-Algorithmus fiir das Paging-
Problem mit einem kleineren kompetitiven Faktor als Hy,.

Beweis. Es sei A ein beliebiger randomisierter Paging-Algorithmus. Wir konstruieren
eine Eingabe, in der auf k 4+ 1 verschiedene Seiten zugegriffen wird. Sobald in einer
Sequenz insgesamt auf mindestens k von diesen Seiten zugegriffen wurde, gibt es genau
eine der k + 1 Seiten, die Algorithmus A nicht im Cache hat. Fiir jede Sequenz ¢ von
Seitenzugriffen und jede Seite ¢ konnen wir die Wahrscheinlichkeit p; berechnen, mit der
Algorithmus A nach der Bearbeitung der Sequenz o die Seite ¢ nicht im Cache hat. Dies

ergibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (py, . . ., prr1) mit p; € [0,1] und YF 1 p, = 1.

Wir konstruieren die Eingabe nach und nach basierend auf dieser Wahrscheinlichkeits-
verteilung. In Anlehnung an die untere Schranke fiir deterministische Algorithmen,
die wir in Theorem gezeigt haben, lage es nahe, stets auf die Seite ¢ zuzugrei-
fen, fir die p; am grofiten ist. Das alleine reicht allerdings nicht aus. Es gibt einen
Online-Algorithmus, der auf Eingaben, die so konstruiert werden, einen konstanten
kompetitiven Faktor erreicht, der nicht von k abhéngt. Dieser Algorithmus basiert
auf der Idee, zu jedem Zeitpunkt jede Seite (abgesehen von der, die zuletzt angefragt
wurde) mit einer Wahrscheinlichkeit von ungeféhr 1/k nicht im Cache zu haben. Die
erwarteten Kosten eines solchen Algorithmus betragen pro Schritt nur ungefahr 1/k
und mit der richtigen Strategie kann der Algorithmus erzwingen, dass auch der op-
timale Offline-Algorithmus bis auf einen konstanten Faktor Kosten in der gleichen
GroBenordnung verursacht. Die Details sollte der Leser sich als Ubung iiberlegen.

Die Sequenz o, die wir tatséchlich konstruieren, besteht aus einer noch zu wahlenden
Anzahl m an Phasen. In der ersten Phase wird auf alle k + 1 Seiten jeweils einmal
zugegriffen. In jeder weiteren Phase wird auf genau k verschiedene Seiten zugegriffen,
aber gegebenenfalls mehrfach. Genauso wie bei Markierungsalgorithmen sagen wir,
dass eine Seite markiert ist, wenn auf sie bereits in der entsprechenden Phase zugegrif-
fen wurde. Im Unterschied zu Markierungsalgorithmen ist aber zu Beginn jeder Phase
zusétzlich bereits die letzte Seite, auf die in der vorangegangenen Phase zugegriffen
wurde, markiert.

Jede Phase ¢’ ist in k Teilphasen o7, ..., o) unterteilt. Diese haben die Eigenschaft,
dass in jeder Teilphase genau eine Seite neu markiert wird. Das bedeutet, dass am Ende
der j-ten Teilphase genau j + 1 Seiten markiert sind. Jede Teilphase besteht entweder
nur aus einem Zugriff auf eine noch nicht markierte Seite oder es wird zunachst auf
markierte Seiten zugegriffen und danach erfolgt genau ein Zugriff auf eine noch nicht
markierte Seite. Diese Konstruktion ist in der folgenden Abbildung illustriert.

Phase 1 Phase 2 o Phase m
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Um die Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus auf der Sequenz ¢ nach oben
abzuschétzen, betrachten wir einen Algorithmus, der beim letzten Zugriff in einer
Phase immer genau die Seite verdréangt, die in der darauffolgenden Phase als letztes
markiert wird. Dies stellt sicher, dass erst der letzte Zugriff der darauffolgenden Phase
den néchsten Seitenfehler verursacht. Somit entsteht in jeder Phase (mit Ausnahme
der ersten) genau ein Seitenfehler. Berticksichtigt man die k& + 1 Seitenfehler, die in
der ersten Phase entstehen, so folgt insgesamt

OPT(0) < (k+1) + (m—1) = k+m.

Die j-te Teilphase o} wird mit dem folgenden Algorithmus konstruiert. Es sei M die
Menge der zu Beginn von o} markierten Seiten, es sei u = k + 1 — j die Anzahl an
unmarkierten Seiten zu Beginn von o’ und es sei v = 3-,c), p; die Wahrscheinlichkeit,
dass die Seite, die sich nicht im Cache befindet, markiert ist.

Das Ziel ist es, die Teilphase O'; so zu konstruieren, dass Algorithmus A im Erwartungs-
wert in dieser Teilphase Kosten von mindestens 1/u entstehen. Dazu unterschieden wir
zwei Félle.

1. Falls v = 0 gilt, muss es eine Seite a ¢ M geben, fiir die p, > 1/u gilt. In diesem
Fall besteht die j-te Teilphase nur aus einem Zugriff auf Seite a.

2. Falls v > 0 gilt, sei a € M eine beliebige Seite mit p, > 0 und es sei ¢ = p,. Der
erste Zugriff in der j-ten Teilphase erfolgt auf Seite a. Anschlieend werden an
diesen Seitenzugriff weitere Seitenzugriffe geméfl der folgenden Regel angehéngt.

E = pa;

while ((F < 1/u) and (v > ue)) {
Héange Zugriff b € M mit b = arg max;cps p; an.
E = FE + py;
Berechne py, ..., pry1 und v = > ;a7 pi DU

}

Héange Zugriff auf v ¢ M mit b’ = arg max;¢y p; an.

Zunachst halten wir fest, dass die while-Schleife stets terminiert, denn solange v > ue
gilt, ist py > v/|M| > ue/|M|. Somit erhoht sich E mit jedem Durchlauf der Schleife
um mindestens ue /| M|. Wir argumentieren nun, dass die erwarteten Kosten von A auf
der so konstruierten j-ten Teilsequenz mindestens 1/u betragen. Dazu ist zunichst die
Beobachtung wichtig, dass E per Konstruktion zu jedem Zeitpunkt den erwarteten
Kosten von Algorithmus A auf dem bisher konstruierten Teil der Teilsequenz o’ ent-
spricht. Wenn die Schleife terminiert, weil F > 1/u gilt, ist also nichts mehr zu zeigen.
Ansonsten gilt v < ue und damit gilt fiir die im letzten Schritt angehéngte Seite
py i Ay lmue 1
u u u

Insgesamt betragen die erwarteten Kosten von A auf der Teilsequenz ¢’ in diesem Fall
mindestens

1 1
Patpy 2+ ——e=—.
(% (%
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Die Idee, die der Konstruktion der Teilphase ¢} zugrunde liegt, kann man grob wie
folgt zusammenfassen: Gibt es keine unmarkierte Seite, die Algorithmus A mit ei-
ner gentigend hohen Wahrscheinlichkeit von 1/u nicht im Cache hat, so greifen wir
zunéchst auf markierte Seiten zu. Dies generiert Kosten fiir A, nicht jedoch fiir den
optimalen Offline-Algorithmus, der die markierten Seiten im Cache halten kann. Wir
stoppen, sobald wir durch die Zugriffe auf markierte Seiten erwartete Kosten von min-
destens 1/u fiir Algorithmus A erzeugt haben oder es eine unmarkierte Seite gibt, die
mit gentigend hoher Wahrscheinlichkeit nicht im Cache ist.

Am Ende der k-ten Teilsequenz o}, definieren wir die aktuelle Phase als abgeschlossen.
Dann werden die Markierungen von allen Seiten, bis auf die, auf die zuletzt zugegriffen
wurde, geloscht und die ndchste Phase beginnt.

Die erwarteten Kosten von Algorithmus A in der Phase o’ betragen gemafl Konstruk-
tion mindestens
Z’f: 1
—— = H,.
ok+1-y
In der ersten Phase verursacht Algorithmus A genau k + 1 Seitenfehler. Es gilt also
insgesamt

OPT(c) <k+4+m und  Efwa(o)] >k+1+ (m—1)H,.

Da m beliebig grof8 gewéhlt werden kann, zeigt das, dass es keinen Online-Algorithmus
gibt, der einen kompetitiven Faktor r < Hj erreicht. O]

Zwischen dem kompetitiven Faktor von MARK, den wir bewiesen haben, und der
vorangegangenen unteren Schranke liegt ein Faktor von zwei. Tatsachlich kann man
zeigen, dass MARK nur genau (2Hy — 1)-kompetitiv ist [I]. Es existieren andere rando-
misierte Online-Algorithmen fiir das Paging-Problem, die einen kompetitiven Faktor
von Hy, erreichen [16].



Kapitel

Das k-Server-Problem

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit dem k-Server-Problem. Dabei handelt es
sich um ein abstraktes Online-Problem, mit dem man eine Reihe von verschiedenen
Problemen modellieren kann. Um es zu beschreiben, gehen wir davon aus, dass eine
ganze Zahl k > 2 und ein metrischer Raum M = (M, d) mit | M| > k gegeben sind. Das
bedeutet, dass M eine beliebige Menge ist und d : M x M — R, eine Funktion, die
jedem Paar von Elementen aus M einen Abstand zuweist. Dabei miissen die folgenden
drei Eigenschaften fir alle z,y, z € M erfillt sein:

L. d(z,y) =0 <= z =y,
2. d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie),

3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Die Funktion d nennt man eine Metrik auf M, wobei wir im Folgenden der Einfachheit
halber auch oft M selbst als Metrik statt als metrischen Raum bezeichnen werden.
Auflerdem werden wir statt von Elementen aus M auch einfach von Punkten sprechen.
Wihlt man M = R? und d als die Funktion, die jedem Paar von Punkten seinen
euklidischen Abstand zuweist, so erhalt man ein anschauliches Beispiel fiir eine Metrik.
Um das Modell so allgemein wie moglich zu halten, betrachten wir in diesem Kapitel
aber allgemeine metrische Rdume.

Ist die Menge M endlich, so sagen wir, dass die Metrik M endlich ist. In diesem Fall
kann man M als einen vollstandigen gewichteten Graphen mit ungerichteten Kanten
darstellen, dessen Knoten die Elemente aus M darstellen. Das Gewicht einer Kante
zwischen zwei Knoten entspricht dann genau dem Abstand der beiden entsprechenden
Punkte. Der Leser sollte sich als Ubung iiberlegen, dass auch umgekehrt jeder (nicht
unbedingt vollstindige) gewichtete Graph mit ungerichteten Kanten eine Metrik defi-
niert, wenn alle Kantengewichte positiv sind und man die Lange des kiirzesten Weges
zwischen zwei Knoten als ihren Abstand definiert.

Bei dem k-Server-Problem muss ein Online-Algorithmus &k Server kontrollieren, die sich
unabhéangig durch den metrischen Raum bewegen konnen. Jeder Server steht zu jedem

34
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Zeitpunkt auf einem Punkt des metrischen Raumes. Eine Eingabe o = (0y,...,0,)
ist eine Folge von Anfragen o; € M, auf die der Online-Algorithmus reagieren muss.
Falls sich zu dem Zeitpunkt, zu dem eine Anfrage o; gestellt wird, kein Server an
dem Punkt o; befindet, so muss der Algorithmus einen der Server auf diesen Punkt
verschieben, damit dieser die Anfrage bedienen kann. Der Algorithmus kann einen
beliebigen Server auswahlen und die Kosten, die entstehen, entsprechen dem Abstand
zwischen o; und dem Punkt, auf dem sich dieser Server gerade befindet. Genauso wie
beim Paging kennt der Algorithmus bei Anfrage o; weder die weiteren Anfragen noch
weifl er, wie viele weitere Anfragen es noch geben wird.

Prinzipiell erlauben wir einem Online-Algorithmus auch, dass er bei einer Anfrage
mehrere Server bewegt. Die Summe der zuriickgelegten Wege entspricht dann den
Kosten, die dem Algorithmus entstehen. Wir nennen einen Algorithmus faul, falls er
nur dann Server bewegt, wenn eine Anfrage an einem Punkt auftritt, auf dem sich im
Moment kein Server befindet, und falls er in diesem Fall immer nur genau einen Server
bewegt. Der Leser sollte sich iiberlegen, dass jeder nicht faule Algorithmus A leicht
durch einen faulen Algorithmus ersetzt werden kann, dessen Kosten héchstens so grof3
sind wie die von A. Aus diesem Grunde gentigt es, bei unteren Schranken ausschliellich
faule Algorithmen zu betrachten.

Das k-Server-Problem ist nicht nur deswegen auf grofles Interesse gestoflen, weil es ein
einfach zu formulierendes und elegantes Online-Problem ist, sondern auch deswegen,
weil mit ihm viele andere Probleme modelliert werden konnen.

o Wir kénnen das Paging-Problem, mit dem wir uns im vorangegangenen Kapitel
beschaftigt haben, als Spezialfall des k-Server-Problems auffassen. Dazu wahlen
wir M als die Menge der Seiten und definieren den Abstand zwischen jedem
Paar von Seiten als 1. Die Positionen der k Server entsprechen dann den Seiten,
die der Algorithmus im Cache hat. Bei jedem Seitenfehler muss der Algorith-
mus entscheiden, welchen Server er bewegt, d. h. welche Seite er aus dem Cache
verdrangt, und es entstehen ihm Kosten 1 fiir das Verschieben des Servers.

o Dem k-Headed Disk Problem liegt eine Festplatte mit k& Lese-/Schreibkopfen zu
Grunde, die sich unabhéingig entlang einer Achse bewegen kénnen, unter der die
Scheibe rotiert. Soll nun von einer Spur gelesen oder auf eine Spur geschrieben
werden, so muss entschieden werden, welcher Kopf zu dieser Spur gefahren wird.
Nattirlich ist dabei nicht bekannt, auf welche Spuren in Zukunft zugegriffen wird.
Dieses Problem entspricht dem k-Server-Problem auf einer Linie. Es kann also
beispielsweise modelliert werden, indem man M = [0, 1] und d(z,y) = |z — y|
wahlt.

3.1 Einfiihrende Bemerkungen

Wir werden in diesem Abschnitt als Vorbereitung auf den Rest des Kapitels zunachst
diskutieren, warum ein einfacher Greedy-Algorithmus nicht kompetitiv ist, wir werden
den aktuellen Stand der Forschung zum k-Server-Problem beschreiben und anschlie-
Bend einen optimalen Offline-Algorithmus angeben.
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3.1.1 Der Greedy-Algorithmus

Der natiirliche Greedy-Algorithmus fiir das k-Server-Problem bewegt bei jeder Anfra-
ge 0; an einem Punkt, auf dem im Moment kein Server steht, einfach den nachstgele-
genen Server zu o;. Dass dies keine gute Idee ist, zeigt bereits ein einfaches Beispiel
mit £ = 2 und |M| = 3. Wir ordnen die drei Punkte a, b und ¢, aus denen M besteht,
auf einer Linie wie folgt an.

a b c
[ @ @

Die genauen Abstédnde sind bei dem Beispiel unwichtig, da wir im Folgenden nur
ausnutzen, dass der Abstand zwischen a und b kleiner ist als der zwischen b und c.
Wir betrachten nun die Eingabe o = (c, (a,b)?), die aus einer Anfrage an ¢ besteht,
auf die jeweils ¢ alternierende Anfragen an a und b folgen.

Unabhéngig von den Startpositionen der Server steht nach den ersten beiden Anfragen
ein Server an Punkt a und der andere steht an Punkt ¢. Wahrend der nun folgenden
alternierenden Anfragen an a und b lasst der Greedy-Algorithmus stets einen Server
auf ¢ und bewegt den anderen zwischen @ und b hin und her. Da wir ¢ beliebig grof3
wéhlen konnen, konnen wir somit auch die Kosten, die dem Greedy-Algorithmus auf
der Eingabe o entstehen, beliebig grofl machen.

Auf der anderen Seite sind die Kosten des optimalen Offline-Algorithmus unabhéngig
von ¢ durch eine Konstante beschrinkt, da der optimale Offline-Algorithmus wahrend
der alternierenden Aufrufe stets einen Server auf a und einen auf b lassen kann. Somit
ist klar, dass der Greedy-Algorithmus nicht kompetitiv ist.

3.1.2 Die k-Server-Vermutung

Die Erkenntnis, dass der Greedy-Algorithmus nicht kompetitiv ist, legt natiirlich die
Frage nahe, ob es iiberhaupt einen kompetitiven Online-Algorithmus fiir das k-Server-
Problem gibt und was der beste kompetitive Faktor ist, der erreicht werden kann. Diese
Frage konnte bis heute nicht abschliefend beantwortet werden, obwohl die folgende
Vermutung, die 1988 erstmalig von Manasse, McGeoch und Sleater [15] aufgestellt
wurde, viel Forschung am k-Server-Problem nach sich gezogen hat.

Vermutung 3.1 (k-Server-Vermutung). Fir jeden metrischen Raum gibt es einen
deterministischen k-kompetitiven Online-Algorithmus fir das k-Server-Problem.

Im Jahr 2026 wurde von Coester, Koutsoupias und Zbysinski erstmalig ein Beweis fiir
die k-Server-Vermutung vorgestellt [7]. Zum Zeitpunkt der Erstellung dieses Skripts
war diese Arbeit noch nicht im Peer-Review-Verfahren iiberpriift. Bemerkenswert
ist wie die Autoren beschreiben, wie sie ihren Beweis in Zusammenarbeit mit KI-
Werkzeugen gefunden haben.

Bei randomisierten Algorithmen ist die Liicke zwischen den besten bekannten oberen
und unteren Schranken noch weitaus grofier. Lange Zeit wurde vermutet, dass sich die
Ergebnisse vom Paging auf das k-Server-Problem verallgemeinern lassen.
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Vermutung 3.2 (Randomisierte k-Server-Vermutung). Fir jeden metrischen Raum
gibt es einen randomisierten O(log k)-kompetitiven Online-Algorithmus fir das k-Ser-
ver-Problem.

Bubeck, Coester und Rabani [5] konnten jedoch eine untere Schranke von Q(log? k) zei-
gen. Es ist weiterhin offen, ob es einen randomisierten o(k)-kompetitiven Algorithmus
gibt. Dies wurde bislang nur gezeigt fiir den Fall, dass die Gréfle der Metrik ebenfalls
beschrankt ist.

3.1.3 Optimale Offline-Algorithmen

A priori ist nicht klar, ob man das k-Server-Problem effizient 16sen kann, wenn man die
gesamte Eingabe bereits von Anfang an kennt. Bevor wir uns dieser algorithmischen
Frage ndhern, beschreiben wir die Offline-Variante des k-Server-Problems genauer. Oft
wird bei der ersten Betrachtung der Fehler gemacht, dass man dem optimalen Offline-
Algorithmus zugesteht, die Anfragen in einer anderen Reihenfolge zu bearbeiten, als
sie auftreten. Zur Verdeutlichung betrachten wir die Metrik M = (N, d) mit d(z,y) =
|z —y|. Sei k =2 und o = (1,2,4,3). Nach der zweiten Anfrage dieser Sequenz steht
ein Server auf 2 und die nachste zu bearbeitende Anfrage erfolgt an 4. Zwar weifl
der Offline-Algorithmus, dass danach eine Anfrage an 3 erfolgen wird, dennoch kann
er diese nicht unterwegs bearbeiten, wiahrend er den Server von 2 auf 4 schiebt. Die
Anfrage an 3 kann auch im Offline-Szenario erst dann bearbeitet werden, wenn die
Anfrage an 4 abgearbeitet ist.

Betrachtet man k als eine Konstante, so erhélt man mittels dynamischer Programmie-
rung einen Polynomialzeitalgorithmus. Dies ist eine gute Gelegenheit fiir den Leser,
diese wichtige Methode des Algorithmenentwurfs noch einmal zu wiederholen und auf
das k-Server-Problem anzuwenden. Das Problem bei diesem Ansatz ist allerdings, dass
die Laufzeit exponentiell von k abhéngt. Somit ist dieser Ansatz schon fiir relativ klei-
ne k nicht praktikabel.

Tatsdchlich kann man die Offline-Variante des k-Server-Problems viel effizienter 16-
sen, indem man sie auf das Min-Cost-Flow-Problem, ein bekanntes kombinatorisches
Optimierungsproblem, reduziert. Die Eingabe fiir dieses Problem besteht aus einem
gerichteten Graphen G = (V, E) mit einer Quelle s € V einer Senke ¢t € V|, einer
Kapazitatsfunktion v : £ — Rs, und einer Kostenfunktion ¢ : £ — R. Dabei sei-
en die Kosten ¢ so gewahlt, dass es keine Kreise mit insgesamt negativen Kosten im
Graphen G gibt.

Genauso wie bei herkdbmmlichen Flussproblemen geht es darum, in dem Graphen G
einen maximalen Fluss von der Quelle zur Senke zu berechnen. Ein Fluss ist eine
Funktion f : E — Ry, die die Kapazitatsbeschrankungen und die Flusserhaltung
einhalt. Das heifit, es muss 0 < f(e) < wu(e) fur jede Kante e € E gelten und es
muss Y. er f(€) = Xe—wuyer f(e) fiir alle Knoten v € V'\ {s,t} gelten. Der
Wert |f| eines Flusses f gibt an, wie viele Einheiten von der Quelle zur Senke trans-

portiert werden. Formal gilt [f| = Y. (s nep f(€) = Xee(vs)cr f(€)
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Ein Fluss heift maximal, wenn er unter allen gultigen Fliissen den gréfStmoglichen
Wert besitzt. In den einfiihrenden Grundvorlesungen haben wir gesehen, wie ein ma-
ximaler Fluss effizient berechnet werden kann. Im Allgemeinen ist der maximale Fluss
aber nicht eindeutig, was das erweiterte Problem motiviert, einen maximalen Fluss
mit minimalen Kosten zu berechnen. Formal ist es im Min-Cost-Flow-Problem die
Aufgabe, einen maximalen Fluss f zu berechnen, der unter allen maximalen Fliissen
die geringsten Kosten ¢(f) = X .cpc(e) - f(e) besitzt.

Es gibt einen Algorithmus (Successive-Shortest-Path-Algorithmus), der das Min-Cost-
Flow-Problem fiir ganzzahlige Kapazititen v : E — N in Zeit O(n3F) lost, wobei F
der Wert des maximalen Flusses ist. Im Allgemeinen ist dies zwar keine polynomi-
elle sondern nur eine pseudopolynomielle Laufzeit, fiir unsere Zwecke ist es jedoch
ausreichend, wie wir gleich sehen werden. Es sei nur erwédhnt, dass es fiir das Min-
Cost-Flow-Problem auch Algorithmen mit einer polynomiellen Laufzeit gibt. Da das
Min-Cost-Flow-Problem aber nicht Thema dieser Vorlesung ist, verweisen wir den
interessierten Leser z. B. auf das Buch von Korte und Vygen [13].

Eine wichtige Eigenschaft, die wir bei der folgenden Konstruktion ausnutzen werden,
ist, dass es flir ganzzahlige Kapazitaten u : £ — N stets einen ganzzahligen optimalen
Fluss f : E — N gibt, den der oben erwahnte Algorithmus auch berechnet. Wir kénnen
also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass wir einen optimalen
ganzzahligen Fluss vorliegen haben.

Das Min-Cost-Flow-Problem ist wichtig, da man viele andere Probleme darauf redu-
zieren kann. So ist es auch bei dem k-Server-Problem. Sei eine Metrik M und eine
Eingabe ¢ = (o0y,...,0,) fur das k-Server-Problem gegeben, die wir optimal l6sen
mochten. Dabei gehen wir der Einfachheit halber davon aus, dass sich zu Beginn alle
Server am selben Punkt o € M befinden. Aulerdem koénnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass n > k gilt, da man fiir Eingaben mit n < k ein-
fach k — n Server weglassen und dann das resultierende n-Server-Problem losen kann.

Wir konstruieren einen Graphen G = (V) E), der zusitzlich zur Quelle s und zur
Senke t jeweils einen Knoten s; fiir jeden Server i enthilt und zwei Knoten o; und o7
fir jede Anfrage o;. Es gilt also

V=As,t} U{s1,...,sx U{o1,...,0n} U{o],..., 0.}

und es sei

E={(s,s;) |ie{l,...,k}}
U{(si,05) |ie{l,....k},je{l,....,n}}
U{(s;,t) | 1€ {l,...,k}}
() 1 € {1,
U{(oj,00) | 5. £ €{1,...,n}, L > j}
U{(eft) 1jef{l,...,n}}.

Diese Konstruktion ist in der folgenden Abbildung dargestellt.
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Wir setzen alle Kapazitiaten auf 1, also u(e) = 1 fiir alle e € E. Ferner definieren wir
die Kosten so, wie es in der vorangegangenen Abbildung angedeutet ist. Es gelte fiir
allei € {1,...,k}alleje{l,...,n} und alle £ € {1,...,n} mit £ > j

c(s,s;) =0,

c(si,05) = d(o, 07),
c(si ) =0,
c(oj,0%) = =2,
(o}, 00) = d(oj, 00),
(o, t) =0

Dabei sei z so gewahlt, dass es grofier als 2 max, yen d(x,y) ist.

Zunachst konnen wir festhalten, dass es in dem Graphen G keinen Kreis und somit
nattrlich insbesondere auch keinen Kreis mit insgesamt negativen Kosten gibt und wir
deshalb eine giiltige Instanz des Min-Cost-Flow-Problems konstruiert haben. Aufer-
dem hat der maximale Fluss den Wert k, da die Quelle k ausgehende Kanten mit jeweils
Kapazitédt 1 besitzt. Der oben erwahnte Algorithmus 16st diese Instanz des Min-Cost-
Flow-Problems somit in Zeit O(n3k) (mit einer genaueren Analyse des Algorithmus
kann man sogar eine Laufzeit von O(n?k) erreichen).

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass wir aus dem Fluss f mit minimalen Kosten
effizient eine optimale Offline-Losung fiir das k-Server-Problem ablesen koénnen. Zu-
néchst beobachten wir, dass f(e) = 1 fiir alle Kanten e = (0}, 07) gilt. Der maximale
Fluss mit minimalen Kosten lastet diese Kanten also vollstédndig aus. Dies zu zeigen,
iiberlassen wir dem Leser als Ubung. Zur Vereinfachung sollte man dabei ausnutzen,
dass der optimale Fluss f ganzzahlig ist.

Da alle Kapazitdaten 1 sind, impliziert die Ganzzahligkeit von f, dass jede Kante ent-
weder Fluss 0 oder Fluss 1 hat. Deshalb entspricht ein maximaler Fluss mit Wert k&
einer Auswahl von k kantendisjunkten Wegen von s nach t. Aus der Struktur des Gra-
phen G folgt, dass diese Wege nicht nur kantendisjunkt sondern sogar knotendisjunkt
sind. Jeder dieser Wege kann eindeutig einem Server zugeordnet werden, da jeder Weg
genau einen Knoten s; enthélt und jeder solche Knoten in genau einem der Pfade vor-
kommt. Man tiberlegt sich leicht anhand der Struktur des Graphen G, dass der Pfad P;,
der den Knoten s; enthdlt, die Gestalt P; = (s, s;,05,,0%,...,0,,07,,t) fir ein £ >0
und j; < ... < jp haben muss. Die Lange dieses Weges betrégt d(o, 0;,) +d(oj,,0j,) +
...+d(oj,_,,0;,) — Lz Dies sind abgesehen von dem letzten Term —/z genau die Kos-
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ten, die einem Server entstehen, der an Punkt o startet, und die Anfragen o;,,...,0;
in dieser Reihenfolge bearbeitet.

L

Aus unseren Voriiberlegungen folgt, dass jede Kante e = (o3, 05-) in genau einem der
Wege P, enthalten ist. Wir erhalten somit aus dem maximalen Fluss eine Losung L
fir das k-Server-Problem, indem wir Server i genau die Anfragen abarbeiten lassen,
die auf seinem Weg P, legen. Die Kosten der Losung L entsprechen genau der Summe
der Wegléngen plus nz, da jede der n Kanten e = (0;,0") einen Term von —z zu der

J
Lange des sie beinhaltenden Weges beitragt.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass wir aus einer Losung f fiir die oben beschrie-
bene Instanz des Min-Cost-Flow-Problems eine Losung fiir das k-Server-Problem mit
Kosten genau ¢(f) 4+ nz konstruieren kénnen. Das zeigt noch nicht, dass dies auch eine
optimale Losung fiir das k-Server-Problem ist. Mit dhnlichen Argumenten wie oben
kann man aber jede Losung L fiir das k-Server-Problem mit Kosten w(L) in einen Fluss
mit Kosten w(L)—nz tibersetzen. Dieser Fluss besteht aus k& kantendisjunkten Wegen,
wobei der Weg P; genau wie oben die Anfragen enthélt, die Server ¢ in der Losung fiir
das k-Server-Problem abarbeitet. Damit ist gezeigt, dass es eine Bijektion zwischen
den maximalen ganzzahligen Fliissen, die alle Kanten der Form (o3, 0;-) benutzen, und
den Losungen fiir das k-Server-Problem gibt, bei der sich insbesondere die Kosten bis
auf einen festen additiven Term nz tibertragen. Somit entspricht der maximale Fluss
mit minimalen Kosten einer Losung fiir das k-Server-Problem mit minimalen Kosten.

3.2 Untere Schranke fiir deterministische Algorith-
men

Theorem besagt, dass es fiir das Paging-Problem keinen deterministischen Online-
Algorithmus gibt, der einen besseren kompetitiven Faktor als k erreicht. Ubertragen
auf das k-Server-Problem bedeutet das, dass es eine spezielle Metrik gibt (ndmlich
die uniforme Metrik, die jedem Paar von Punkten den Abstand 1 zuweist), fiir die
es keinen Algorithmus fiir das k-Server-Problem gibt, der besser als k-kompetitiv ist.
Dieses Ergebnis schliefit nicht aus, dass das k-Server-Problem auf anderen Metriken
wie beispielsweise der, die wir zur Modellierung des k-Headed Disk Problem eingesetzt
haben, deutlich besser gelost werden kann. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass dies
nicht so ist, und es fiir keine Metrik mit mindestens k 4+ 1 Punkten einen Algorithmus
gibt, der besser als k-kompetitiv ist.

Theorem 3.3. Es sei M = (M, d) ein beliebiger metrischer Raum mit |M| > k + 1.
Dann gibt es fir kein r < k einen deterministischen r-kompetitiven Online-Algorith-
mus fir das k-Server-Problem auf M.

Beweis. Essei B = {by,...,bx11} C M eine beliebige Teilmenge von M mit k+ 1 Ele-
menten und es sei A ein beliebiger fauler deterministischer Algorithmus. Wir haben
bereits am Anfang dieses Kapitels diskutiert, dass wir uns bei unteren Schranken ohne
Beschrankung der Allgemeinheit auf faule Algorithmen beschranken kénnen, da jeder
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andere Online-Algorithmus durch einen faulen Algorithmus mit héchstens genauso
grofien Kosten ersetzt werden kann.

Ahnlich wie im Beweis von Theorem konstruieren wir eine Eingabe o, in der nur
auf die k£ + 1 Elemente aus B zugegriffen wird. Wir gehen davon aus, dass die Server
so initialisiert werden, dass zu Beginn auf jedem Punkt hochstens ein Server steht.
AuBlerdem gehen wir davon aus, dass alle Server zu Beginn an Punkten aus B stehen.
Da der Algorithmus A faul ist, bleiben diese beiden Eigenschaften im weiteren Verlauf
erhalten. Die zweite Annahme ist keine Einschrankung, da wir sie durch die Wahl
von B sicherstellen konnen. Die erste Annahme ist ebenfalls keine Einschrankung, da
wir alle Kosten, die durch unterschiedliche Initialisierungen entstehen, in der additiven
Konstante 7 in Definition verbergen konnen. Der Leser sollte sich dies als Ubung
noch einmal genau iiberlegen.

In der Menge B gibt es genau einen Punkt by, auf dem zu Beginn kein Server steht. Es
sei o1 = b;. Um diese erste Anfrage zu bearbeiten, muss Algorithmus A einen Server
von einem Punkt a € B\ {b;} zu Punkt b; bewegen. Das bedeutet, dass sich nach der
Anfrage o, kein Server an Punkt a befindet. Wir wéhlen o9 = a, das heif$t, die ndchste
Anfrage erfolgt an einem Punkt aus B, an dem Algorithmus A keinen Server platziert
hat. Algorithmus A muss also wieder einen Server von einem Punkt ¢’ € B\ {a}
zur Anfrage o9 = a bewegen. Die Anfrage o3 erfolgt dann an Punkt o’ usw. Diese
Konstruktion setzen wir bis o,, fort.

Lemma 3.4. Es gilt

n—1

walo) > d(o,0:41).

i=1

Beweis. Aus der Konstruktion von o ergibt sich, dass Algorithmus A bei jeder Anfrage
einen Server verschieben muss. Das ist analog zu dem Beweis von Theorem [2.5] in dem
die Eingabe so gewahlt wurde, dass dem Online-Algorithmus bei jedem Seitenzugriff
ein Seitenfehler entsteht. Auf den ersten Blick scheint es aber nicht trivial zu sein, die
Kosten von Algorithmus A auf der konstruierten Eingabe ¢ anzugeben, da wir nicht
wissen, welche Server Algorithmus A bewegt. Unsere Konstruktion von o erlaubt es
aber, die Kosten von A prézise zu beschreiben. Wir wissen namlich fiir jedes i < n, dass
sich der Server, der die Anfrage o; bearbeitet, vorher an Position ¢, befunden hat.
Dementsprechend entstehen dem Algorithmus A bei der Bearbeitung der Anfrage o;
Kosten in Héhe von d(o;41,0;). Damit konnen wir die Kosten von Algorithmus A auf
der Eingabe o insgesamt durch

n—1 n—1
wa(o) > d(oi1,00) = > d(oi, 0441)
i=1 i=1
nach unten abschéatzen. O

Nun miissen wir noch die Kosten des optimalen Offline-Algorithmus auf der Eingabe o
nach oben abschétzen. Im Beweis von Theorem 2.5 war das relativ einfach. Wir haben
dort argumentiert, dass LFD nur bei jedem k-ten Seitenzugriff ein Seitenfehler entsteht.
Dieses Argument lésst sich auch auf das k-Server-Problem tibertragen und man kann
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argumentieren, dass nur bei jeder k-ten Anfrage ein Server bewegt werden muss. Das
hilft uns aber nicht weiter, da nicht mehr alle Abstéande in der Metrik gleich sind. Es
konnte also sein, dass der optimale Offline-Algorithmus zwar nur selten einen Server
bewegt, dafiir dann aber tiber eine grofie Entfernung. Deshalb benttigen wir ein etwas
komplizierteres Argument.

Lemma 3.5. Es gilt

n—1

1
OPT(O’) S E Z d(O’i, Ui—l—l)-

=1

Beweis. Wir geben einen indirekten Beweis dafiir, dass es einen Offline-Algorithmus
gibt, der die behauptete Kostenschranke einhélt. Dazu definieren wir zunéchst eine
Klasse C von Algorithmen. Jeder Algorithmus aus dieser Klasse ist durch eine Men-
ge S C B mit by € S und |S| = k bestimmt. Den zu einer solchen Menge gehérenden
Algorithmus nennen wir C's und wir definieren sein Verhalten wie folgt: Zu Beginn plat-
ziert Algorithmus Cyg die Server auf genau den k£ Punkten aus S. Wegen b; € S muss
der Algorithmus bei der ersten Anfrage o; keinen Server bewegen. Erfolgt fir ¢ > 2
eine Anfrage o; an einem Punkt, auf dem kein Server steht, so bewegt Algorithmus C's
den Server, der auf o;_; steht, zu der Anfrage ;. Wir konnen sicher sein, dass es einen
solchen Server gibt, da im Schritt davor die Anfrage o;_; von dem Algorithmus bedient
wurde.

Da es k verschiedene Mengen S mit den oben geforderten Eigenschaften gibt, haben
wir auf diese Weise k verschiedene Algorithmen beschrieben. Wir bezeichnen mit S¢ C
B die Menge der Punkte, auf denen sich die Server von Algorithmus Cg nach der
Anfrage o; befinden. Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion, dass St # S&
fir alle S; # S5 und fiir alle 7 > 0 gilt. Der Induktionsanfang folgt direkt aus der
Definition, denn SY = S; # S, = S9. Fiir den Induktionsschritt gehen wir davon aus,
dass St # S} fiir ein 7 gilt. Abhéngig von der néchsten Anfrage o1 unterscheiden wir
die folgenden Fille.

e 0i41 € St und 044 € Si: In diesem Fall bewegt keiner der Algorithmen einen
Server. Es gilt also Si™! =S¢ # S5 = S&tt,

o 0i11 € Siund 0,1 ¢ Si: Da St und S} die Positionen der Server direkt nach der
Bearbeitung von Anfrage o; sind, gilt ; € Si und o; € Si. Da Algorithmus Cs,
bei Anfrage 0;,1 keinen Server bewegt, gilt auch o; € Si*t. Auf der anderen Seite
bewegt aber Algorithmus Cg, den Server von o; zu 0;,1. Es gilt also o; ¢ Sé“.

Damit ist ST # S5t
e 0i41 ¢ Siund 0,41 € Si: Dieser Fall ist symmetrisch zum vorangegangenen.
e 0,41 ¢ Siund o;yy ¢ Si: Dieser Fall kann nicht eintreten, da aus |Si| = |S3| = k,

|B| =k + 1 und S} # S} direkt S} U Si = B folgt.

Wir haben somit bewiesen, dass zwei Algorithmen Cg, und Cg, zu keinem Zeitpunkt
ihre Server an exakt den gleichen Positionen haben, falls S; # S5 gilt. Da es insgesamt k
Algorithmen der oben beschriebenen Form gibt und alle Algorithmen direkt nach einer
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Anfrage o; einen Server auf Position o; haben, gibt es fir jede Position b € B\ {o;}
genau einen Algorithmus Cs mit b ¢ S*. Bei jeder Anfrage o, gibt es also genau einen
Algorithmus, der keinen Server auf ¢;,; hat und deshalb den Server, der auf o; steht,
dorthin verschiebt. Diesem Algorithmus entstehen in diesem Schritt Kosten d(o;, 0;41),
wahrend allen anderen Algorithmen keine Kosten entstehen. Das bedeutet, dass wir
die Summe der Kosten aller Algorithmen genau angeben koénnen. Es gilt

zg:wCs(U) = ”z:; d(0i,0i41).

Da wir iiber k£ verschiedene Algorithmen summieren, betragen die durchschnittlichen
Kosten dieser Algorithmen genau

1 n—1
% Z d(Ui,UHl)-
i=1

Da nicht alle Algorithmen Cs mehr Kosten als die durchschnittlichen Kosten verursa-
chen kénnen, muss es einen Algorithmus Cg geben, dessen Kosten we, (o) hochstens
so groB sind wie dieser Durchschnitt. Dies gilt dann natiirlich insbesondere fiir den
optimalen Offline-Algorithmus und damit ist das Lemma bewiesen. m

Aus den beiden vorangegangenen Lemmas [3.4 und [3.5] folgt direkt das Theorem. Fiir
gegebenes r < k und 7 muss man dafiir n lediglich so grofl wahlen, dass

n—1 n—1

r
> d(oi, 0441) > T > d(oi,0i41) + T

i=1 =1

gilt. [

3.3 Das k-Server-Problem auf Linien und Baumen

Bevor wir uns dem k-Server-Problem auf allgemeinen Metriken widmen, betrachten wir
zunachst einige interessante Spezialfille. Der erste Spezialfall ist durch das k-Headed
Disk Problem motiviert, dem die Metrik M = ([0, 1], d) mit d(z,y) = |z —y| zugrunde
liegt. Diese Metrik nennen wir im Folgenden auch einfach Linie. In Abschnitt
haben wir gesehen, dass der Greedy-Algorithmus, der stets den nichstgelegenen Server
zu einer Anfrage bewegt, bereits fiir diesen Spezialfall nicht kompetitiv ist.

Wir modifizieren den Greedy-Algorithmus nun fiir die Linie zu einem Algorithmus
namens Double Coverage (DC). Liegt die nichste Anfrage o; links oder rechts von
allen Servern, so bewegt der DC-Algorithmus den Server, der sich am weitesten links
bzw. rechts befindet, zu der Anfrage o;. Ansonsten bewegt der DC-Algorithmus den
nédchsten Server links von ¢; und gleichzeitig den néchsten Server rechts von o; mit
derselben Geschwindigkeit in Richtung der Anfrage o;. Er stoppt beide Server, sobald
der erste von ihnen die Anfrage o; erreicht. Der DC-Algorithmus ist somit kein fauler
Algorithmus, aber er kann durch einen faulen Algorithmus simuliert werden, dessen
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Kosten nicht grofer sind. Wir haben den DC-Algorithmus als nicht faulen Algorithmus
beschrieben, da dies natiirlicher ist und die Analyse erleichtert.

Bevor wir den DC-Algorithmus analysieren, betrachten wir, wie er sich auf dem Bei-
spiel verhalt, das zeigt, dass der Greedy-Algorithmus auf der Linie nicht kompetitiv
ist. Dazu gehen wir davon aus, dass wir in der Situation sind, dass sich ein Server an
Punkt a und der andere an Punkt ¢ befindet. Die folgende Abbildung zeigt, wie der
DC-Algorithmus startend von dieser Ausgangssituation bei der Sequenz b, a, b, a, b die
Server verschiebt.

a b c
° ® ®
ot 3
) )
a 7777777777777777
) )
b ,,,,,,,,,,,,,,,,
-
v y T
b ,,,,,,,,,,,,,,,,
r

3.3.1 Analyse des DC-Algorithmus auf der Linie

Theorem 3.6. Der DC-Algorithmus ist k-kompetitiv fir das k-Server-Problem auf
der Linie.

Beweis. Wir konnen nicht argumentieren, dass der DC-Algorithmus in jedem Schritt
hochstens k£ mal so viele Kosten verursacht wie der optimale Offline-Algorithmus, und
wenden deshalb die Methode der Potentialfunktionen an, die wir in Abschnitt
eingefithrt haben. Mithilfe dieser Methode kénnen wir argumentieren, dass der DC-
Algorithmus im Durchschnitt hochstens k£ mal so viele Kosten wie der optimale Offline-
Algorithmus verursacht. Zunachst missen wir eine Potentialfunktion & definieren,
die jedes Paar von Konfigurationen des DC-Algorithmus und des optimalen Offline-
Algorithmus auf eine reelle Zahl abbildet.

Unter der Konfiguration eines Algorithmus zu einem bestimmten Zeitpunkt verstehen
wir beim k-Server-Problem die Positionen der Server. Es seien sq,..., s, € [0, 1] die
aktuellen Positionen der Server des DC-Algorithmus und es seien oy,...,0;, € [0, 1]
die aktuellen Positionen der Server eines optimalen Offline-Algorithmus, wobei wir im
Rest des Beweises davon ausgehen, dass ein beliebiger optimaler Offline-Algorithmus
fixiert ist. Das Potential setzt sich aus zwei Termen zusammen. Fiir den ersten Term
betrachten wir eine Zuordnung zwischen den Servern des DC-Algorithmus und denen
des optimalen Offline-Algorithmus mit minimalen Kosten M,,;,. Formal sei S, die
Menge aller Permutationen der Menge {1,...,k} und es sei

k
My = mi o)
min gelgi ; d(317 07T(’L))
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Als zweiten Term benétigen wir noch die Summe der paarweisen Abstinde der Server
des DC-Algorithmus, also

k-1 k
EDC:Z Z d(SZ‘,Sj).

i=1 j=i+1

Das Potential ® ergibt sich dann aus diesen beiden Grofien als

(b:k'Mmin_l'ZDC-

Fiir eine Eingabe 0 = (07, ..., 0,,) bezeichnen wir mit DC;(o) und OPT;(¢) die Kosten,
die dem DC-Algorithmus bzw. dem optimalen Offline-Algorithmus bei der Bearbeitung
der Eingabe ¢ bei Anfrage o; entstehen. Auflerdem bezeichnen wir mit ®4 das Potential
vor der ersten Anfrage und fiir 7 > 1 mit ®; das Potential direkt nach der Bearbeitung
der i-ten Anfrage o,. Genau wie in Abschnitt definieren wir die amortisierten
Kosten des DC-Algorithmus als

a; = DCZ(O') + (I)l — q)i—l'

Konnen wir zeigen, dass es eine Konstante b gibt, sodass fiir alle Eingaben o die
folgenden Eigenschaften gelten, so folgt aus Theorem [2.9, dass der DC-Algorithmus
k-kompetitiv ist.

1. Fir jedes i > 1 gilt a; < k- OPT;(0).
2. Es gilt &5 < 0.
3. Fiir jedes ¢ > 1 gilt &; > —b.

Wir erinnern den Leser noch einmal daran, dass der Wert der Potentialfunktion als
Kontostand des DC-Algorithmus interpretiert werden kann. Je grofler er ist, desto
mehr Kosten hat der DC-Algorithmus bisher verglichen mit den k-fachen Kosten des
optimalen Offline-Algorithmus gespart.

Die zweite und dritte Eigenschaft gelten fiir b = 2k?, denn aus der Definition der
Potentialfunktion und der Beschrankung der Funktion d durch 1 nach oben folgt fir
alle ¢

k
0§<I>i§k2+<2> < 2k2.

Um die erste Eigenschaft zu zeigen, betrachten wir in einem beliebigen Schritt ¢ > 1
die Verdnderung des Potentials. Wir miissen zeigen, dass

gilt. In dem betrachteten Schritt ¢ konnen sowohl der DC-Algorithmus als auch der
optimale Offline-Algorithmus Server bewegen. Dies kann beides zu einer Verdnderung
des Potentials fiihren. Um die Analyse iibersichtlicher zu gestalten, betrachten wir
diese beiden Bewegungen nacheinander. Dazu sei ®;_, das Potential nachdem OPT die
Anfrage o; bearbeitet hat, aber bevor der DC-Algorithmus die Anfrage o; bearbeitet
hat.



46 3. Das k-Server-Problem

Lemma 3.7. Es gilt
(I);—l S q)i—l + k- OPTZ(O')

Beweis. Da wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen kénnen, dass
der optimale Offline-Algorithmus OPT faul ist, bewegt er bei Anfrage o; einen Server
um eine Strecke von genau OPT; (o). Dies hat keinen Einfluss auf den Term ¥ pc. Der
Term k - My, kann durch die Bewegung des Servers um maximal k- OPT;(o) steigen,
denn der Wert der optimalen Zuordnung 7 nach Schritt o;_; (die nach der Bewegung
des Servers i. A. nicht mehr optimal ist) steigt um maximal OPT;(o). Damit folgt das
Lemma. [

Lemma 3.8. Es gilt
(I)i S CI);—I - DCZ(O')

Beweis. Bei dem DC-Algorithmus unterscheiden wir zwei Félle, je nachdem, ob er
einen oder zwei Server bewegt. Zundchst betrachten wir den Fall, dass der DC-Algo-
rithmus einen Server bewegt. Dieser Fall tritt ein, wenn die Anfrage o; links von allen
oder rechts von allen Servern liegt. Sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit ersteres
der Fall und sei Sy der Server des DC-Algorithmus, der sich am weitesten links
befindet. Es seien o}, ..., 0} € [0,1] die Positionen der Server von OPT, nachdem er
Anfrage o; bearbeitet hat, und es seien s1, ..., s, € [0, 1] die Positionen der Server des
DC-Algorithmus, direkt bevor er Anfrage o; bearbeitet. Auflerdem sei M) . der Wert
der besten Zuordnung zu diesem Zeitpunkt, also

k
M}, =min Y d(s;, 0;(]-)).

TeS j=1

Wir wissen, dass es ein j geben muss, fiir das o} = o; gilt. Der Server j des optima-
len Offline-Algorithmus befindet sich auf Grund der obigen Annahme links von allen
Servern des DC-Algorithmus. Wir iiberlassen es dem Leser als Ubung, zu zeigen, dass
es eine optimale Zuordnung 7 gibt, in der der Server 5 von OPT und der Server Syks
einander zugeordnet sind. Die folgende Abbildung stellt die beschriebene Situation
noch einmal fiir ein Beispiel mit & = 4 dar. Die Pfeile symbolisieren eine optimale

Zuordnung 7.
\//__\\ L X

Slinks
' ' *—— ¢
of dy=0;, S22 S1 0y S3 Sy = 0}

Da sich der Server Sjs zu dem Punkt 0;. bewegt, verringert sich der Wert der optima-
len Zuordnung um genau die Strecke, die dieser Server zuriicklegt, also um DC;(0). Da
der Wert der Zuordnung mit dem Faktor k im Potential gewichtet ist, sinkt der erste
Summand im Potential somit um k- DC;(o). Die paarweisen Distanzen der Server des
DC-Algorithmus steigen jedoch an. Da sich der Server Sy, von allen k—1 anderen Ser-
ver wegbewegt, steigt die Summe der paarweisen Distanzen um genau (k—1)- DC;(0).
Insgesamt gilt somit
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Nun betrachten wir noch den Fall, dass der DC-Algorithmus zwei Server S; und S
bewegt. Diese bewegen sich mit der gleichen Geschwindigkeit aufeinander zu, bis der
erste die Anfrage o; erreicht. Beide Server legen dabei eine Entfernung von DC;(0)/2
zuriick. Wir iiberlassen es wieder dem Leser als Ubung, zu zeigen, dass es vor der
Bewegung der Server S; und S5 eine optimale Zuordnung 7 gibt, in der der Server
von OPT, der sich an Position 0;- = o; befindet, entweder Server S; oder Server S
zugeordnet ist. Durch die Bewegung dieses Servers reduziert sich der Wert der Zuord-
nung 7 um DC;(0)/2. Selbst wenn der andere Server sich von seinem zugeordneten
Server von OPT wegbewegt, kann sich der Wert der Zuordnung 7 fiir diesen um maxi-
mal DC;(0)/2 erhéhen. Somit steigt durch das Bewegen der Server Sy und Sy der Wert
der Zuweisung 7 insgesamt nicht an. Die folgende Abbildung stellt die beschriebene
Situation noch einmal fiir ein Beispiel mit £ = 4 dar. Die Pfeile symbolisieren eine
optimale Zuordnung 7.

N e »
S

Sa
| | *——— ——¢
0} 0 Sa  S1 05 =0; S3 S4=0)

Nun betrachten wir noch den Term Xpo. Fir jeden Server S’ des DC-Algorithmus
auer S7; und Sy bewegt sich genau einer dieser beiden Server auf S’ zu und einer
bewegt sich von S’ um dieselbe Entfernung weg. Deshalb éndert sich der Wert, den S’
zu Y po beitrigt, nicht. Die einzige Entfernung, die sich dndert und deren Anderung
nicht durch eine andere kompensiert wird, ist die Entfernung zwischen S; und S, die
um genau DC;(o) fallt. Insgesamt folgt damit wie gewtinscht

Aus den vorangegangenen Lemmas und folgt nun direkt die zu zeigende Un-
gleichung ({3.1)), denn

P, < (I);—l — DCZ(O'> <P, 1 +k- OPTi(O') — DC@(U)

Damit ist der Beweis abgeschlossen und es ist gezeigt, dass der DC-Algorithmus auf
der Linie k-kompetitiv ist. O

Die obige Analyse des DC-Algorithmus ist bestmoglich, da aus Theorem direkt
folgt, dass der DC-Algorithmus keinen kleineren kompetitiven Faktor als k erreichen
kann.

3.3.2 Analyse des DC-Algorithmus auf Baumen

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind Metriken, die durch gewichtete Baume darge-
stellt werden konnen. Wir nennen eine Metrik M = (M, d) eine Baummetrik oder
einfach nur einen Baum, wenn es einen Baum G = (V, E) mit V' = M und Kanten-
gewichten w : E — Ry gibt, sodass der Abstand d(z,y) zwischen jedem Paar von



48 3. Das k-Server-Problem

Punkten x und y genau dem Gewicht des Weges zwischen z und y in dem gewichte-
ten Baum G entspricht. Wir haben dabei implizit ausgenutzt, dass es in einem Baum
zwischen jedem Paar von Knoten einen eindeutig bestimmten Weg gibt.

Es seien s1,...,s, € M die aktuellen Positionen der Server des DC-Algorithmus.
Dabei ist es erlaubt, dass sich mehrere Server an derselben Position befinden. Um den
DC-Algorithmus auf Baume erweitern zu koénnen, definieren wir zunéchst, wann ein
Server s; zu einer Anfrage an einem Punkt a € M benachbart ist. Dies ist dann der
Fall, wenn sich auf dem eindeutigen Weg von s; zu a in dem Baum G kein anderer
Server befindet. Befinden sich an einem Punkt b € M mehrere Server und befindet
sich auf dem Weg von b zu a kein weiterer Server, so definieren wir einen beliebig
ausgewahlten Server auf Punkt b als zu a benachbart. Alle anderen Server auf Punkt b
betrachten wir als nicht zu a benachbart.

Der DC-Algorithmus bewegt alle zu a benachbarten Server solange mit derselben Ge-
schwindigkeit in Richtung der Anfrage a, bis der erste von diesen Anfrage a erreicht.
Die zuriickgelegte Wegstrecke ist dabei immer auf das Gewicht der Kanten zu bezie-
hen. Sind also beispielsweise zwei Server genau eine Kante von der Anfrage a entfernt,
bewegt sich aber der erste Server tiiber eine Kante mit Gewicht eins und der zweite tiber
eine Kante mit Gewicht zwei, so befindet sich der zweite Server genau in der Mitte der
Kante mit Gewicht zwei, wenn der erste Server die Kante mit Gewicht eins vollstandig
passiert und die Anfrage a erreicht hat. Wir definieren den Schritt des DC-Algorithmus
damit als abgeschlossen. Formal haben wir zwar gesagt, dass sich jeder Server zu jedem
Zeitpunkt an einem Punkt der Metrik befindet, was in dem obigen Beispiel fiir den
zweiten Server nicht der Fall ist, aber da man den so beschriebenen DC-Algorithmus
ohnehin wieder durch einen faulen Algorithmus simulieren kann, dessen Kosten nicht
grofler sind, stellt dies kein Problem dar.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des DC-Algorithmus ist, dass sich die Menge der zu
der Anfrage a benachbarten Server im Laufe der Bearbeitung einer Anfrage dndern
kann. Es kann namlich die Situation eintreten, dass ein Server S; zu Beginn zu der
Anfrage a benachbart ist und dass ein anderer Server Sy nach einer gewissen Zeit den
Pfad von S; an einem Knoten erreicht, der zwischen der aktuellen Position von S; und
der Anfrage a liegt. Ab diesem Zeitpunkt ist der Server Sy nicht mehr zu der Anfrage a
benachbart und wird auch nicht mehr weiterbewegt. Es kann hingegen nicht passieren,
dass wihrend der Bearbeitung der Anfrage neue benachbarte Server hinzukommen.
Das Verhalten des DC-Algorithmus ist an einem Beispiel in Abbildung illustriert.

Der soeben beschriebene DC-Algorithmus auf Bédumen ist tatséchlich eine Erweiterung
des DC-Algorithmus, den wir fiir Linien kennengelernt haben. Fiir diesen Spezialfall
haben wir bereits einen kompetitiven Faktor von k£ nachgewiesen. Wir zeigen nun, dass
der DC-Algorithmus diesen kompetitiven Faktor sogar fiir allgemeine Baume erreicht.

Theorem 3.9. Der DC-Algorithmus ist k-kompetitiv fir das k-Server-Problem auf
jeder Baummetrik M = (V,d).

Beweis. Wir beziehen uns in diesem Beweis stark auf den Beweis von Theorem [3.6l und
wir benutzen dieselbe Notation und sogar dieselbe Potentialfunktion. Statt durch 22
konnen wir den Wert der Potentialfunktion fiir die Metrik M nur noch durch 2k2 -
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(a) Die Server si, s3, s4 und sg sind zur An- (b) Nach einer Zeiteinheit haben die Server s

frage a benachbart und bewegen sich in Rich- und s; den néchsten Knoten auf ihrem jewei-

tung a. ligen Pfad zu a erreicht. Die Server s; und sg
haben zu diesem Zeitpunkt erst ein Drittel bzw.
die Hélfte ihres Weges zum néchsten Knoten
zuriickgelegt. Ab diesem Zeitpunkt ist Server sg
nicht mehr zu der Anfrage a benachbart und
bewegt sich deshalb nicht mehr weiter.

(c) Nach einer weiteren Zeiteinheit hat Server sz die Anfrage a erreicht. Zu diesem Zeitpunkt
haben die Server s4 und s; die Hélfte bzw. zwei Drittel ihrer aktuellen Kante zuriickgelegt.

Abbildung 3.1: Beispiel fiir die Ausfithrung des DC-Algorithmus

max, yev d(x,y) nach oben abschitzen. Da wir eine feste Metrik betrachten, handelt
es sich hierbei um eine Konstante, die nicht von der Eingabe abhangt. Der Leser sollte
sich davon iiberzeugen, dass die Aussage und der Beweis von Lemma [3.7] weiterhin
Bestand haben. Lediglich der Beweis von Lemma [3.8] dndert sich, nicht jedoch die
Aussage. Wir weisen die entsprechende Ungleichung

nun fiir die Baummetrik M nach. Dazu teilen wir die Bearbeitung der Anfrage an
Position ¢; in Phasen abhéangig davon ein, wie viele Server der DC-Algorithmus bewegt.
Dies kénnen je nach Grad des Baumes am Anfang durchaus alle k& Server sein. Eine
Phase ist abgeschlossen, wenn entweder ein Server die Anfrage erreicht oder wenn sich
die Anzahl an Servern, die zu o; benachbart sind, reduziert.

Wir betrachten eine Phase, in der sich m Server bewegen, und definieren d als die
Wegstrecke, die jeder dieser Server in der Phase zurticklegt. Wieder schétzen wir die
Auswirkung dieser Serverbewegungen auf die beiden Terme M, und X po getrennt
voneinander ab. Wir beginnen mit M,,;, und nutzen genauso wie im Falle der Linie aus,



50 3. Das k-Server-Problem

dass es eine optimale Zuordnung 7 gibt, in der ein zu o; benachbarter Server des DC-
Algorithmus dem Server des optimalen Offline-Algorithmus an Position o; zugewiesen
ist. Da sich dieser Server auf den ihm zugeordneten Server des optimalen Offine-
Algorithmus zubewegt und alle anderen m — 1 aktiven Server des DC-Algorithmus
sich im schlimmsten Fall von ihren zugeordneten Servern weghewegen, steigt der Wert
der optimalen Zuordnung um hochstens (m—2)d. Da dieser Term im Potential ® mit k
gewichtet ist, bewirkt die Verdnderung des Terms M,,;, einen Anstieg des Potentials
um hochstens

k(m — 2)d = kmd — 2kd. (3.3)

Nun betrachten wir noch, wie sich der Term X pe durch die Bewegung der m Server
in dieser Phase éndert. Fir jeden Server, der nicht zu der Anfrage o; benachbart ist,
gibt es einen aktiven Server, der sich von ihm wegbewegt, und m — 1 Server, die sich
auf ihn zubewegen. Da es insgesamt k — m Server gibt, die sich nicht bewegen, fiihrt
dies zu einer Verringerung des Terms Ypc um

(k —m)(m — 2)d = kmd — 2kd — m*d + 2md.

Jedes Paar von aktiven Servern bewegt sich aufeinander zu und reduziert seinen Ab-
stand um 2d. Da es insgesamt (7;) solcher Paare gibt, fithrt dies zu einer Verringerung
des Terms X pc um

<Tg> 2d = dm(m — 1) = m*d — md.

Insgesamt verringert sich ¥ pc somit um
kmd — 2kd + md.
Gemeinsam mit impliziert dies, dass sich das Potential um mindestens
kmd — 2kd + md — (kmd — 2kd) = md

verringert. Dieser Term entspricht genau den Kosten, die dem DC-Algorithmus fir das
Verschieben der Server in dieser Phase anfallen. Summieren wir dies iiber alle Phasen

auf, so ist (3.2) gezeigt. ]

3.3.3 Anwendungen des DC-Algorithmus

Bis heute ist keine Erweiterung des DC-Algorithmus bekannt, die auf allgemeinen
Metriken einen kleinen kompetitiven Faktor erreicht, der nur von k£ abhéngt. Man kann
den DC-Algorithmus allerdings so auf allgemeine endliche Metriken verallgemeinern,
dass er einen endlichen kompetitiven Faktor erreicht, der von der Grole der Metrik
abhéngt. Sei dazu G = (V| F) ein beliebiger gewichteter Graph mit N Knoten, der eine
Metrik M darstellt. Um das k-Server-Problem auf M mithilfe des DC-Algorithmus zu
l6sen, berechnen wir zunéchst einen minimalen Spannbaum 7" = (V, Er) von G und
betrachten anschlielend das k-Server-Problem auf der Baummetrik M, die durch T’
induziert wird. Verglichen mit der Metrik M sind in der Baummetrik einige Distanzen
moglicherweise grofier geworden.
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Wir bezeichnen mit OPT(0) und OPTr(0) den Wert einer optimalen Offline-Losung
des k-Server-Problems auf der Metrik M bzw. M bei Eingabe 0. Wenden wir den
DC-Algorithmus bei der Eingabe o auf die Baummetrik My an, so garantiert uns
Theorem , dass wir eine Losung mit Wert wpo(o) < k- OPTy (o) + 7 erhalten,
wobei 7 eine Konstante ist, die nicht von o (wohl aber von Mr) abhéngt.

Um die Kosten OPTr(0) zu den Kosten OPT(0), die uns eigentlich interessieren, in
Beziehung zu setzen, nutzen wir die folgende Eigenschaft von minimalen Spannbau-
men: Fir jede Kante e = {z,y} € F mit Gewicht w(e) betragt die Lange des Weges
zwischen den Knoten z und y im minimalen Spannbaum 7" hochstens (N — 1)w(e).
Dem Leser sei der Beweis dieser Aussage als Ubung empfohlen. Mit dieser Aussage folgt
direkt, dass OPTr(0) < (N — 1) - OPT(0) gilt. Insgesamt erhalten wir das folgende
Korollar.

Korollar 3.10. Der DC-Algorithmus ist (N —1)k-kompetitiv fir das k-Server-Problem
auf beliebigen Metriken mit N Punkten.

Wir haben am Anfang des Kapitels bereits diskutiert, dass Paging als der Spezialfall
des k-Server-Problems aufgefasst werden kann, in dem der paarweise Abstand zwischen
jedem Paar von Punkten eins ist. Wir konnen Paging aber auch durch eine sternfor-
mige Metrik modellieren, in der es einen zentralen Punkt v und fiir jede Seite ¢ einen
Punkt p; gibt. Dabei sei der Abstand zwischen v und jedem Punkt p; genau 1/2. Der
Abstand zwischen zwei verschiedenen Punkten p; und p; ergibt sich aus dem transiti-
ven Abschluss des Graphen zu 1. Die Metrik kann also durch den folgenden Graphen
beschrieben werden.

Jeder Algorithmus fiir das k-Server-Problem auf dieser Metrik kann als Paging-Algo-
rithmus aufgefasst werden, wenn man die Knoten p;, auf denen sich ein Server befindet,
als die Seiten betrachtet, die momentan im Cache gespeichert sind. Wir initialisieren
den Algorithmus fiir das k-Server-Problem so, dass sich zu Beginn alle Server an Kno-
ten v befinden. Dies entspricht der Initialisierung fiir das Paging-Problem mit leerem
Cache. Der einzige Unterschied in den Kosten ist, dass die erste Bewegung eines Servers
von v zu einem Knoten p; nur Kosten 1/2 statt 1 verursacht. Alle weiteren Ubergén-
ge von p; zu einem anderen p; verursachen Kosten 1. Dadurch kann zwischen den
Kosten eines Algorithmus fiir das k-Server-Problem auf dieser Metrik und der Anzahl
an Seitenfehlern des entsprechenden Paging-Algorithmus eine Abweichung von hochs-
tens k/2 entstehen. Da es sich hierbei um eine Konstante handelt, ist diese Diskrepanz
fiir den kompetitiven Faktor nicht relevant.
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Da es sich bei obiger Metrik um einen Baum handelt, kann der DC-Algorithmus direkt
ausgefiithrt werden und erreicht geméfl Theorem einen kompetitiven Faktor von k.
Solange sich noch mindestens ein Server an Knoten v befindet, wird bei jedem Seiten-
fehler ein beliebiger davon auf den der Seite entsprechenden Knoten verschoben. Ist
kein Server mehr an Position v und tritt ein Seitenfehler ein, so werden alle Server vom
DC-Algorithmus wieder zuriick auf den Knoten v gefahren. Von dort aus wird dann ein
beliebiger Server zu der Anfrage gefahren wiahrend die anderen an Knoten v bleiben.
Demzufolge entspricht der DC-Algorithmus auf dieser Metrik genau dem Algorithmus
FWF (flush-when-full).

Wir kénnen mithilfe dieses Ansatzes sogar das gewichtete Paging-Problem l6sen, bei
dem verschiedene Seiten beim Laden in den Cache unterschiedlich grofie Kosten verur-
sachen konnen. Jede Seite ¢ hat also ein bestimmtes Gewicht w;. Dies konnen wir da-
durch modellieren, dass wir der Kante zwischen den Knoten v und p; das Gewicht w; /2
anstatt 1/2 zuweisen. Auch fir dieses gewichtete Paging-Problem erreicht der DC-
Algorithmus einen kompetitiven Faktor von k. Allerdings stimmen die Kosten des
DC-Algorithmus nicht exakt mit den Kosten des entsprechenden Paging-Algorithmus
iiberein, da die Gewichte der Seiten, auf denen sich gerade Server befinden, erst zur
Halfte gezahlt wurden. Diese Diskrepanz betriagt aber hochstens k - max; w;/2, was
wiederum eine Konstante ist und keine Auswirkungen auf den kompetitiven Faktor
hat.

Korollar 3.11. Der DC-Algorithmus ist k-kompetitiv fiir das Paging-Problem und das
gewichtete Paging-Problem.

3.4 Das 2-Server-Problem im euklidischen Raum

Wir betrachten nun als weiteren Spezialfall das 2-Server-Problem im euklidischen
Raum. Zunéchst beschrianken wir uns auf das Einheitsquadrat M = [0,1]* und die
Metrik M = (M, d), wobei der Abstand zweier Punkte x = (z1,22) € M und y =
(y1,y2) € M als

d(w,y) = /(21 — y1)? + (22 — 1)’

gegeben ist. Fiir diese Metrik M, bei der es sich nicht um eine Baummetrik handelt,
entwerfen wir einen Algorithmus, der einen kompetitiven Faktor von 3 erreicht und
auf dhnlichen Ideen wie der DC-Algorithmus beruht.

Um diesen Algorithmus zu beschreiben, definieren wir den Slack dreier Punkte x, y,r €
M als
slack(z,y,r) = d(x,y) + d(x,r) — d(y,r).

Wegen der Dreiecksungleichung ist der Slack niemals negativ. Fiir jedes v € [0, 1]
betrachten wir einen Algorithmus Slack Coverage, (SC,), dessen Verhalten wie folgt
beschrieben werden kann. Es seien x € M und y € M die Positionen, an denen sich
momentan die Server des Algorithmus SC,, befinden. Aufierdem sei r € M die Position
der néchsten Anfrage und ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei d(z,r) < d(y,r).
Der Algorithmus SC, bewegt zunéchst den Server an Position y um + - slack(z, y,r)
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in Richtung x und bewegt anschliefend den Server an Position x zu der Anfrage an
Position 7. Da wir d(z,r) < d(y,r) angenommen haben, ist der Slack durch d(z,y)
nach oben beschrankt, d.h. der Server an Position y wird tatséchlich in Richtung =z,
nicht aber dartiber hinaus verschoben.

Der Leser sollte sich als Ubung zwei Dinge iiberlegen. Zum einen sollte er sich klar ma-
chen, dass der Algorithmus SC, /; angewendet auf die Linie genau dem DC-Algorithmus
mit zwei Servern entspricht. Zum anderen sollte er beweisen, dass d(y',r) < d(y,r) fur
jedes v € [0, 1] gilt, wobei y" die neue Position des Servers ist, der sich an Position y
befand. Das bedeutet, die Entfernung dieses Servers zu der Anfrage r vergrolert sich
durch die Verschiebung nicht.

Theorem 3.12. Der Algorithmus SC\; ist 3-kompetitiv fiir das 2-Server-Problem im
euklidischen Einheitsquadrat.

Beweis. Wir greifen in dem Beweis auf eine Potentialfunktion zuriick, die groe Ahn-
lichkeit zu der Potentialfunktion aus Theorem [3.6|besitzt. Es seien = und y die aktuellen
Positionen der Server des Algorithmus SC, mit v = 1/2 und es seien 0, und o, die
Positionen der Server des optimalen Offline-Algorithmus. Dann ist das Potential & fiir
zwei noch zu wahlende Parameter a,b € R als

(P:a'Mmin—'—b'd(x’y)

definiert, wobei M,.;, wie im Beweis von Theorem den Wert einer optimalen Zu-
ordnung der Positionen x und y zu den Positionen 0, und o, angibt. Auch der zweite
Term d(z,y) kommt in der Potentialfunktion in jenem Beweis als ¥ po vor. Da es hier
nur zwei Server gibt, degeneriert dieser Term zu d(z,y).

Es sei eine Eingabe o = (071, ..., 0,,) gegeben und es bezeichne wie iiblich &y, &4, ..., P,
die Sequenz der Potentiale, die sich fiir diese Eingabe ergeben. Unser Ziel ist es, mithilfe
der Potentialfunktion ® zu zeigen, dass der SC,-Algorithmus a-kompetitiv ist. Da die
Potentialfunktion nur Werte zwischen 0 und der Konstante v/2(2a+b) annehmen kann,
muss dazu nur wie im Beweis von Theorem gezeigt werden, dass fiir jedes i > 1
die Ungleichung

q)i - q)i—l S a - OPTz(O') - SCZ(O')

gilt, wobei OPT;(¢) und SC;(o) die Kosten des optimalen Offline-Algorithmus bzw.
die Kosten des Algorithmus SC; , fiir die Bearbeitung der Anfrage o; bezeichnen.

Es seien o} und o} die Positionen der Server des optimalen Offline-Algorithmus, nach-
dem dieser die Anfrage r := o; bearbeitet hat. Wir betrachten wieder das Poten-
tial ®;_, beziiglich der Positionen z und y der Server des SC,-Algorithmus und der
Positionen o] und of der Server des optimalen Offline-Algorithmus. Dieses Potential be-
zieht sich also auf die Konfiguration, die erreicht ist, nachdem der SC,-Algorithmus die
Anfragen oy, ...,0;_1 bearbeitet hat und nachdem der optimale Offline-Algorithmus
die Anfragen oy, ..., 0; bearbeitet hat.

Wir gehen ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit davon aus, dass der optimale Offline-
Algorithmus faul ist und somit bei der Bearbeitung der Anfrage hochstens einen Server
um eine Strecke der Lange OPT;(o) bewegt. Diese Bewegung hat keinen Einfluss auf
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den Term d(z,y) in der Potentialfunktion. Der Wert einer optimalen Zuordnung der
Server kann um maximal OPT; (o) steigen, da sich der Server, den der optimale Offline-
Algorithmus bewegt, schlimmstenfalls von dem ihm zugewiesenen Server des SC,-Al-
gorithmus wegbewegt. Da der Wert der optimalen Zuordnung in der Potentialfunktion
mit dem Faktor a gewichtet ist, gilt somit (vergleiche Lemma

(I);J—l S Cbi_l +a- OPT,(O‘)

Nun miissen wir den Einfluss der Bewegung der Server des SC,-Algorithmus auf
das Potential abschitzen. Aus der Definition des Algorithmus folgt, dass seine Kos-
ten SC;(0) bei der Bearbeitung der Anfrage o; genau d(z, r)+~y-slack(z, y, ) betragen.
Wir miissen argumentieren, dass sich das Potential um mindestens diesen Wert redu-
ziert (vergleiche Lemma [3.8). Wir betrachten zunichst die Anderung Ad(z,y) des
zweiten Terms und erhalten

Ad(l’,y) = d($/>y/) - d(l‘,y) = d(?”, y/) - d(l’,y) < d<7n7 y) - d(x,y),

wobei wir in der letzten Abschéitzung die Eigenschaft ausgenutzt haben, dass der
Server, der vor Bearbeitung der Anfrage o; an Position y steht, nach dem Schritt nicht
weiter von der Anfrage r entfernt ist als vorher.

Um die Anderung des Wertes der optimalen Zuordnung abschitzen zu kénnen, un-
terscheiden wir zwei Falle abhéngig davon, wie die optimale Zuordnung vor der Be-
arbeitung der Anfrage o; durch den SC,-Algorithmus aussieht. Es sei 7 die optimale
Zuordnung der Positionen x und y zu den Positionen o} und o). Da der optimale
Offline-Algorithmus gerade die Anfrage o; = r bearbeitet hat, steht mindestens einer
seiner Server an dieser Position. Es sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit o] = r.

o 1. Fall: z und 0] sind in 7 einander zugeordnet.
Der Wert der Zuweisung 7 verringert sich durch die Bewegung des Servers von x
zu r um d(x,r) und erhoht sich durch die Bewegung des Servers, der zu Beginn
an Position y steht, um maximal v - slack(x, y, r). Insgesamt gilt somit

O, — @ | <a-[y-slack(z,y,r) —d(x,r)] +b- Ad(z,y)
a-[v-slack(z,y,r) —d(z,r)]+b- [d(r,y) — d(z,y)]. (3.4)

o 2. Fall: y und 0} sind in 7 einander zugeordnet.
Nachdem der SC,-Algorithmus den Server von x zu r = o} bewegt hat, gibt
es ein optimales Matching, in dem dieser Server und der Server des optimalen
Offline-Algorithmus an derselben Position einander zugewiesen sind. In diesem
Matching sind dementsprechend auch die beiden verbleibenden Server an den
Positionen 3y’ und o), einander zugewiesen. Fiir die Anderung AM,,;, des Wertes
der optimalen Zuweisung ergibt sich somit

AMuin = [d(",0)) + d(y', 05)] — [d(x, 05) + d(y, 0})]

=d(y',05) — d(x,05) — d(y,r)
<d(y',z) —d(y,r)
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- d<y7 Z‘) -7 slack(x, Y, T) - d(y7 T)7

wobei wir bei der Ungleichung die Dreiecksungleichung ausgenutzt haben und
in der letzten Zeile, dass slack(x,y,r) < d(z,y) gilt, und die Position y" deshalb
zwischen y und z liegt. Insgesamt gilt in diesem Fall

®; — (I);—l sa- [d(y7 l‘) -7 slack(x, Y, T) - d(yv T)] +b- Ad(ma y)

<a- [d(yv x) -7 slack(x, Y, T) - d(ya T)] +b- [d<rr? y) - d(ﬁ, y)]
(3.5)

Wir miissen nun nachweisen, dass in beiden Fallen
®; — @y < =SCi(0) = —[d(z,r) + 7 - slack(z,y,7)]

gilt. Eine hinreichende Bedingung hierfiir, die sich aus (3.4]) und (3.5)) ergibt, ist, dass
die beiden Ungleichungen

a-|y-slack(z,y,r) —d(z,r)] + b [d(r,y) — d(z,y)]
< —[d(x,r) + - slack(z, y, r)]

und

a- [d(yv l’) -7 slack(x, Y, T) - d<y7 T)] +0b- [d(T, y) - d(l’, y)]
< —[d(z,r) + 7 - slack(z, y, )]

erfilllt sind. Diese Ungleichungen sind dquivalent zu
d(z,y) - [y(a+1) =0 +d(z,r) - [y(@+ 1) + 1 —a] +d(y,r) - [b—y(a+1)] <0
und

d(z,y) - [v(1 —a)+a—b+d(x,r) - [y(1 —a)+ 1] +d(y,r) - [b—a—~(1 —a)] <O0.

Koénnen wir Parameter a, b und v finden, fiir die diese beiden Ungleichungen erfiillt
sind, so haben wir bewiesen, dass der SC,-Algorithmus a-kompetitiv ist. Man kann
leicht nachrechnen, dass beide Ungleichungen fir v = 1/2, a = 3 und b = 2 erfiillt
sind. Damit ist das Theorem bewiesen. O]

Der Leser sollte als Ubung zeigen, dass der SCj jo-Algorithmus auch in hoherdimensio-
nalen euklidischen Raumen einen kompetitiven Faktor von 3 erreicht. Dies ist deswegen
von Interesse, da man in einem gewissem Sinne jeden metrischen Raum in einen eukli-
dischen Raum einbetten kann. Ist ein beliebiger metrischer Raum M mit N Punkten
gegeben, so konnen wir dazu N Punkte in einem hochdimensionalen euklidischen Raum
finden, die den Punkten des metrischen Raumes entsprechen. Dabei gilt, dass die Ent-
fernung zweier Punkte im euklidischen Raum nicht kleiner ist als die Entfernung der
entsprechenden Punkte in M und dass sie um héchstens einen Faktor O(log N) grofer
ist.

Mit demselben Argument, mit dem wir Korollar [3.10] bewiesen haben, folgt daraus,
dass wir das 2-Server-Problem in beliebigen Metriken mit einem kompetitiven Faktor
von O(log N) losen konnen. Dazu betten wir die gegebene Metrik zunéchst in eine
euklidische Metrik ein und wenden dann den SC; jo-Algorithmus auf dieser Metrik an.



Kapitel

Approximation von Metriken

Wir haben beim k-Server-Problem gesehen, dass es hilfreich sein kann, allgemeine
Metriken durch spezielle Metriken wie Baummetriken oder euklidische Metriken zu
approximieren. Beispielsweise haben wir erst bewiesen, dass der DC-Algorithmus fiir
das k-Server-Problem k-kompetitiv fiir beliebige Baummetriken ist, und anschliefend
argumentiert, dass man zu jeder Metrik M mit N Punkten eine Baummetrik finden
kann, in der die Abstdnde verglichen mit M nicht kiirzer sind und um maximal den
Faktor N — 1 gestreckt werden. Dadurch haben wir einen (N — 1)k-kompetitiven
Algorithmus fiir das k-Server-Problem auf beliebigen Metriken erhalten.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns intensiver mit der Approximation beliebiger
Metriken durch Baummetriken, da dies nicht nur fiir das k-Server-Problem, sondern
auch fiir viele andere Online-Probleme von grofler Bedeutung ist. Wir werden sehen,
dass man die maximale Streckung N —1 deutlich verringern kann, wenn man statt einer
einzigen Baummetrik eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Baummetriken einsetzt.
Um dies zu préazisieren, benotigen wir zunéchst einige Definitionen.

Definition 4.1. Es sei M = (M, d) eine beliebige Metrik. Wir sagen, dass eine Me-
trik M' = (M',d") mit M C M’ die Metrik M dominiert, wenn d(z,y) < d'(x,y)
fiir alle x,y € M gilt. Es sei S eine Menge von Metriken, die M dominieren, und
es sei D eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge S. Wir sagen, dass (S, D)
eine a-Approximation der Metrik M ist, wenn fir alle x,y € M

E [d(z,y)] <a-d(z,y)

(M'.d')~D
gilt. Das bedeutet, fiir jedes feste Paar x und y von Punkten aus M darf die erwartete

Entfernung in einer zufdllig gemdfs der Verteilung D gewdhlten Metrik héchstens o -
d(x,y) betragen.

Ist (S, D) eine a-Approximation einer Metrik M, so sagen wir auch, dass die Metrik M
in die Menge S eingebettet ist. Wir nennen o dann den Streckungsfaktor der Einbettung.
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4.1 Approximation durch Baummetriken

Deterministisch konnen beliebige Metriken nicht besser als mit einem Streckungsfaktor
von 2(N) in Baummetriken eingebettet werden. Die Einbettung mithilfe des minima-
len Spannbaums, die wir in Abschnitt beschrieben haben, ist also asymptotisch
optimal. Ein Beispiel, bei dem keine asymptotisch bessere Einbettung moglich ist, ist
ein Kreis auf N Knoten, in dem jede Kante das Gewicht 1 hat. Man sieht schnell ein,
dass jeder Baum, der aus dem Kreis entsteht, indem eine Kante entfernt wird, eine
Streckung von N — 1 hat. Es ist aber nicht trivial zu argumentieren, dass es keine
asymptotisch bessere Einbettung gibt, da die Metriken, die in der Einbettung benutzt
werden, zusitzliche Knoten und Kanten enthalten diirfen.

Wir werden die Diskussion dieser unteren Schranke nicht weiter vertiefen und uns
stattdessen mit oberen Schranken fiir randomisierte Einbettungen beschaftigen. Das
folgende Theorem wurde 2004 von Fakcharoenphol, Rao und Talwar bewiesen [9].

Theorem 4.2. Fiir jede Metrik M mit N Punkten gibt es eine Menge S von Baum-
metriken, die M dominieren, und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung D auf S, so-
dass (S, D) eine O(log N)-Approzimation von M ist. Es gibt ferner einen effizienten
randomisierten Algorithmus, der zu jeder Metrik M eine Metrik aus S zufdllig gemdfs
der Verteilung D auswahlt.

Im Folgenden sei M = (V,d) eine beliebige Metrik mit N = |V/| Punkten. Wir gehen
davon aus, dass der Abstand jedes Paares von unterschiedlichen Punkten aus V' echt
grofer als 1 ist. Dies ist keine Einschrankung, da es durch eine geeignete Skalierung der
Metrik stets erreicht werden kann. Auflerdem bezeichnen wir mit A den maximalen
Abstand zweier Punkte aus V und § € N sei so gewahlt, dass 2°°1 < A < 2° gilt.

Der Beweis des Theorems besteht aus zwei Teilen. Zunéachst zeigen wir, wie man aus
einer rekursiven Partition der Menge V' mit gewissen Eigenschaften eine Baummetrik
generieren kann, die die Metrik M dominiert. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass
man eine solche rekursive Partition randomisiert so erzeugen kann, dass die erwartete
Streckung der Einbettung durch O(log N') beschrénkt ist.

4.1.1 Hierarchische Partitionen und Baummetriken

Zunachst benotigen wir einige grundlegende Definitionen.

Definition 4.3. Eine Partition der Metrik M = (V, d) mit Radius r > 1 ist eine Par-
tition der Menge V' in Klassen Vi, ..., Vs, sodass fiir jede Menge V; ein Zentrum c; € V.
existiert, sodass d(c;,v) < r fir alle Punkte v € V; gilt.

Wir weisen explizit darauf hin, dass die Zentren nicht zu den ihnen entsprechenden
Klassen gehoren miissen, sondern beliebig aus V' gewahlt sein diirfen. Aulerdem beob-
achten wir, dass aufgrund der Dreiecksungleichung der Durchmesser max, yev, d(z,y)
jeder Klasse V; in einer Partition mit Radius r hochstens 2r betragt.
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Definition 4.4. Fine hierarchische Partition der Metrik M = (V,d) ist eine Se-
quenz Do, Dy, ..., Ds von § + 1 Partitionen von V mit den folgenden Figenschaften.

1. Es gilt Ds = {V'}, d. h. Ds ist die triviale Partition der Metrik M mit Radius 2°,
in der alle Punkte aus V' zu derselben Klasse gehoren.

2. Fiir jedes i < 0 ist D; eine Partition der Metrik M mit Radius 2¢, die die
Partition D;,1 verfeinert. Das heifst, jede Klasse von D; ist Teilmenge einer
Klasse von D;,.

Aus einer hierarchischen Partition Dy, ..., Ds der Metrik M = (V,d) erzeugen wir
nun eine Baummetrik auf V. Dazu konstruieren wir einen Baum 7T, dessen Knoten
den Klassen der Partitionen D; entsprechen. Die Wurzel von 7" entspricht der einzigen
Klasse V' der Partition Dj. Die Knoten mit Tiefe 1 sind die Klassen der Partition Ds_1,
die Knoten mit Tiefe 2 sind die Klassen der Partition Ds_, und so weiter. Die Blétter
des Baumes sind die Klassen der Partition Dy. Da wir davon ausgehen, dass jedes Paar
von Punkten aus V' einen Abstand echt grofler als 1 besitzt, und da jede Klasse in D
einen Radius von 1 hat, besteht die Partition Dy aus N Klassen mit jeweils einem
Element. Es gibt somit eine bijektive Abbildung zwischen den Bléttern von 7" und den
Elementen aus V.

Die Kanten des Baumes T" wéhlen wir auf die naheliegende Art und Weise. Fir je-
des 7 < 0 und jede Klasse X der Partition D; gibt es per Definition eine Klasse Y der
Partition D;,; mit X C Y. Der Knoten in 7', der X reprasentiert, ist der Sohn des
Knotens, der Y reprasentiert. Der Kante zwischen diesen beiden Knoten weisen wir
das Gewicht 2! zu. Abbildung [4.1] zeigt ein Beispiel fiir eine hierarchische Partition
und den daraus resultierenden Baum.

Da es eine Bijektion zwischen der Menge V' und den Blittern des Baumes T' gibt,
kénnen wir den Baum 7' als eine Baummetrik (Vr,dr) auf einer Menge Vpr 2 V
auffassen. Dabei ist der Abstand dp(z,y) zweier Punkte € V und y € V als das
Gewicht des Weges zwischen den zu x und y gehorenden Bléttern in 7" definiert.

Lemma 4.5. Fir jede hierarchische Partition einer Metrik M = (V,d) dominiert die
resultierende Baummetrik dr die Metrik d.

Beweis. Es seien x,y € V beliebig. Der Durchmesser der Klassen in der Partiti-
on D; betrigt hochstens 271, In allen Partitionen D; mit 27! < d(x,y) gehoren x
und y demnach zu verschiedenen Klassen. Insbesondere in der Partition D; fir j =
[log, d(z,y)] — 2 ist dies der Fall, denn es gilt

21 — glloraden] -1 & glradlen) — (g, y).

Auf dem Weg zwischen den beiden Blattern von T', die den Punkten z und y entspre-
chen, gibt es somit auf jeden Fall zwei Kanten zwischen den Partitionen D; und D;4
mit Gewicht 2771, Also gilt

dr(z,y) > 2- 9i+1l _ 9i+2 _ 9flogz d(w,y)] > d(x,y). 0
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(a) Die Metrik d auf V- = {vy, ..., vg} wird durch  (b) Es gilt A = 16 und § = 4. Das Bild zeigt die
die kiirzesten Wege in diesem Graphen induziert. Partition Dg.

(e) die Partition Dy (f) Der Baum, der zu der hierarchischen Partiti-
on aus den Abbildungen (a) bis (e) gehort.

Abbildung 4.1: Beispiel fiir eine hierarchische Partition
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4.1.2 FErzeugung von hierarchischen Partitionen

Wir geben nun einen randomisierten Algorithmus an, der eine hierarchische Partition
einer gegebenen Metrik M = (V| d) berechnet. Fir eine Menge X C V', einen Kno-
ten v € V und einen Radius r > 0 bezeichnen wir im Folgenden mit B(X,v,r) die
Kugel in X mit Radius r» und Zentrum v, d. h.

B(X,v,r)={x e X |d(v,z) <r}.

Der folgende Algorithmus greift auf die Funktion PARTITION zurtick, die weiter unten
angegeben ist. Diese Funktion erhélt als Parameter neben der Metrik M = (V, d) eine
Partition D von V| einen Radius o und eine Permutation 7 der Punkte aus V. Sie
gibt eine Partition von V' mit Radius « zuriick, die D verfeinert.

HIERPART(M = (V,d))
1. Wéhle  uniform zuféllig aus dem Intervall [1, 2].
2. Wahle eine uniform zuféillige Permutation 7© der Menge {1,..., N}.
3. Ds ={V};
4. for (i=6—-1;i>0;i——)

5. if (D, besitzt eine Klasse mit mehr als einem Element)

6 Bi =216

7. D; =PARTITION(M, D; 1, B, );
8. else

9. D; = Diy1;

10. return Dy, Dy, ..., Ds;

Da die Funktion PARTITION bei jedem Aufruf in Zeile 7 eine Partition von V mit
Radius 3; = 21713 < 2¢ berechnet, die die Partition D;,; verfeinert, handelt es sich
bei Dy, D1, ..., Ds um eine hierarchische Partition geméafi Definition [4.4]

PARTITION(M, D, o, )
L D' ={};
2. for each (Klasse X in Partition D)
3. for(i=1,i<N,i++)

4 By = B(X, vr), @);

5) X = X\ Brp;

6. if (Br) # 0) { Fiige Br() zu D’ hinzu. }
7. return D’;

PARTITION betrachtet die Klassen der iibergebenen Partition D einzeln. Jede solche
Klasse X wird gegebenenfalls in mehrere Klassen zerlegt. Dazu werden die Knoten
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Br4

Bﬂ-(5) =0

Br(2)
Bx(3)

Br)

Abbildung 4.2: Beispiel fiir die Mengen B; aus PARTITION: Man sieht, dass die Zentren,
um die herum in Zeile 4 die Kugeln gebildet werden, im Allgemeinen nicht zu den
entsprechenden Klassen gehoren. Das ist in diesem Beispiel fiir vy(p) der Fall.

von V in der von der Permutation m bestimmten Reihenfolge betrachtet. Die erste
Klasse besteht aus allen Punkten aus X, die einen Abstand von hochstens a zu vy
haben. Diese Punkte werden dann von der weiteren Betrachtung ausgeschlossen. Die
zweite Klasse besteht aus allen tibrig gebliebenen Punkten aus X, die einen Abstand
von héchstens a zu vy (2) haben, und so weiter. Die Funktion PARTITION ist in Abbil-
dung an einem Beispiel veranschaulicht.

4.1.3 Analyse des Streckungsfaktors

Theorem [4.2] folgt direkt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 4.6. Fs sei dr die Baummetrik, die sich aus der hierarchischen Partition
ergibt, die der Algorithmus HIERPART(M = (V,d)) ausgibt. Fir jedes Paar x € V
undy € 'V gilt

E [dT(xvy)] < 64Hy - d(l’, y)?

wobet Hy die N-te harmonische Zahl bezeichnet.

Beweis. Es seien z,y € V beliebig. Wir betrachten in dem Baum 7', der sich aus
der hierarchischen Partition Dy, ..., Ds ergibt, die der Algorithmus HIERPART(M =
(V,d)) ausgibt, den Weg zwischen den Bléttern, die x und y représentieren. Uns inter-
essiert insbesondere, bis zu welcher Ebene des Baumes dieser Weg hinauffithrt, denn
dies entscheidet tiber die Lange dr(x,y) des Weges. Entspricht diese Ebene der Parti-
tion D;, so sind die Punkte x und y in den Partitionen D;, ..., Dy jeweils in derselben
Klasse und in den Partitionen Dy, ..., D; 1 getrennt. Wir sagen dann, dass die Tren-
nung des Paares {z, y} auf Ebene ¢ — 1 erfolgt. Es seien z, € V und z, € V die Zentren,
um die herum in Zeile 4 der Funktion PARTITION die Klassen der Partition D; ; ge-
bildet werden, die x bzw. y enthalten. Kommt z, in der Permutation 7 vor z,, so sagen
wir, dass der Punkt z, das Paar {x,y} auf Ebene i — 1 trennt. Ansonsten sagen wir
entsprechend, dass der Punkt z, das Paar {z,y} auf Ebene ¢ — 1 trennt.

Fir z € V und 5 € {0,1,...,0 — 1} bezeichnen wir mit A(z,j) das Ereignis, dass
der Punkt z das Paar {z,y} auf Ebene j trennt. Aus der obigen Definition ergibt sich
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direkt, dass es genau einen Punkt z € V und eine Ebene j € {0,1,...,6 — 1} gibt, fur
die das Ereignis A(z, ) eintritt. Tritt das Ereignis A(z, j) ein, so gilt
gt '
dp(z,y) =2 2" <%
i=1

da der Weg zwischen den Bléattern, die x und y repréasentieren, bis zum Vaterknoten
von z aus der Partition D, lduft, und somit jeweils zwei Kanten mit den Gewich-
ten 24,22, ..., 2/F! enthilt.

Fiir den erwarteten Abstand zwischen x und y in der Baummetrik dr gilt somit

0—1
Bldr(z,y)] < 3 > 277 PrA(z, )] (4.1)

zeV 5=0

Um die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis A(z,j) abzuschitzen, sortieren wir die
Punkte aus V' zunédchst nach ihrem Abstand zu z und y. Fir z € V definieren wir
dazu d(z,{z,y}) = min{d(z,x),d(z,y)}. Es sei V = {vy,...,on} mit d(vy, {z,y}) <
d(ve,{z,y}) < ... <d(vn,{z,y}).

Lemma 4.7. Fir jeden Punkt v, € V und jede Ebene j € {0,1,...,0 — 1} gilt

Pr[A(u. )] < 000

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit d(vy, ) < d(ve,y). Damit der Kno-
ten vy das Paar {z,y} auf Ebene j trennen kann, miissen die folgenden beiden Bedin-
gungen erfillt sein.

1. Bei der Erstellung der Partition D; ist die Kugel um vy, die in Zeile 4 der Funktion
PARTITION gebildet wird, die erste Kugel, die x oder y enthélt.

2. Der Radius 3; = 277'8 liegt in dem Intervall [d(v,,z),d(ve,y)), da die Kugel
um v, ansonsten entweder keinen der Punkte x und y oder beide enthalt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir die zweite Bedingung kénnen wir leicht abschétzen:

d(vg, ) d(ve, y) ﬂ

Pﬂ@ewmw»w%wnzPﬁﬁe[

9j—1 * 9j-1
< d(”ﬂay) N d(va) < d(l‘,y)
— 9j-1 2j—-1  — 9j-1

Fir die erste Ungleichung haben wir ausgenutzt, dass § uniform zuféllig aus dem
Intervall [1,2] gewéhlt wird. Das bedeutet, fiir ein beliebiges Intervall I betrdgt die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis 5 € I genau |[I N [1,2]|. Insbesondere ist diese
Wahrscheinlichkeit fur jedes Intervall [a,b) durch b — a nach oben beschrénkt. Die
zweite Ungleichung folgt direkt aus der Dreiecksungleichung.

Liegt /3; in dem Intervall, das in der zweiten Bedingung gegeben ist, so kann die erste
Bedingung nur dann eintreten, wenn der Knoten v, in der Permutation 7 vor allen Kno-
ten vy, ..., ve—; kommt. Der Grund hierfiir ist, dass die Kugeln mit Radius 5; um diese
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Knoten herum alle mindestens einen der Punkte x und y enthalten. Die Wahrschein-
lichkeit, dass der Knoten v, von allen Knoten aus der Menge {vy, ..., v,} derjenige ist,
der in der Permutation 7 zuerst kommt, betrégt aus Symmetriegriinden genau 1/¢. Da
die Permutation 7w unabhangig von # gewéhlt wird, kénnen wir die Wahrscheinlichkeit,
dass beide Bedingungen eintreten, durch Z(;;—_yz nach oben abschétzen. O]

Mithilfe von Lemma und der Formel (4.1 erhalten wir die Abschitzung

N 6—1 ) N §—1 ) d(.ﬁE y)
E[dr(z,y)] <Y > 2. Pr[A(v, )] <D 23+3-ﬁ = 166Hy -d(z,y). (4.2)
0=1 ;=0 0=1 ;=0 )

Dies zeigt, dass der erwartete Streckungsfaktor der Einbettung durch 160Hy be-
schrankt ist. Wir argumentieren nun, dass der Term 6 durch 4 ersetzt werden kann.

Lemma 4.8. Fir jeden Knoten v, gibt es mazimal vier Ebenen j € {0,1,...,6 — 1},
fiir die es Realisierungen von 8 und 7 gibt, fir die das Ereignis A(ve, j) eintritt.

Beweis. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit d(ve, ) < d(ve, y).

« Wir betrachten zunéchst den Fall, dass d(x,y) < d(vy, x) gilt. Mit dieser Unglei-
chung und der Dreiecksungleichung folgt

d(vg, z) = d(ve,y) — d(z,y) = d(ve,y) — d(vg, ),

was d(vg, z) > d(vg,y)/2 impliziert.

Es sei j der grofite Wert aus der Menge {0,1,...,0 — 1}, fiir den das Inter-
vall [2771,27], aus dem f3; gewahlt wird, einen nichtleeren Schnitt mit dem Inter-
vall [d(vg, x),d(vg,y)) besitzt, in das (; fallen muss, damit das Ereignis A(vy, j)
eintreten kann. Dann gilt insbesondere d(vy,y) > 2/~! und damit

d(va y)
2

d(ve, x) > > 2072,

Das bedeutet, in der Partition D;_5 kann der Knoten v, das Paar {z,y} nicht
trennen, da die Kugel um v, herum weder x noch y enthélt. Da wir j grotmoglich
gewéhlt haben, folgt insgesamt, dass das Ereignis A(vy, ) nur fir ¢ € {j — 1,5}
eintreten kann.

e Nun betrachten wir noch den Fall, dass d(z,y) > d(vs, z) gilt. Mit dieser Unglei-
chung und der Dreiecksungleichung folgt

d(x,y) > d(vg,y) — d(ve, x) > d(vg,y) — d(z,y),

was d(z,y) > d(ve,y)/2 impliziert.
Sei j so wie im ersten Fall gewéhlt. Dann gilt d(v,,y) > 297! und damit

d(ve,y)

> 272,
2

d(z,y) >
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Das bedeutet, in der Partition D;_3 gehoren x und y zu verschiedenen Klassen,
da in dieser Partition jede Klasse einen Durchmesser von hochstens 2772 besitzt.
Somit kann der Knoten v, das Paar {z,y} auf keiner Ebene i mit i < j — 4
trennen. Da wir j groBtmoglich gewéhlt haben, folgt insgesamt, dass das Ereig-
nis A(vg, i) nur fir i € {j — 3,7 — 2,7 — 1,7} eintreten kann. ]

Mithilfe von Lemma [4.8 konnen wir die Summe in Formel ([4.2)) besser abschitzen. Fiir
jedes ¢ gibt es ndmlich nur maximal vier Werte von j, fir die Pr[A(ve, j)] > 0 gilt.
Fir jedes ¢ gentigt es also, vier Summanden der inneren Summe zu betrachten. Dies
ergibt

N §-1

E[dr(z,y)] < Z 22j+3 -Pr[A(ve, j)] < Z:

¢=1j=0

16d 16d(x,y) =64Hy - d(z,y). O

Wir haben nun insgesamt gezeigt, dass sich jede Metrik mit einem Streckungsfaktor
von O(log N) in Baummetriken einbetten lasst. Fiir die Anwendung dieses Ergebnisses
auf das k-Server-Problem halten wir noch eine Beobachtung iiber den Durchmesser der
Baummetriken fest, die von dem oben beschriebenen Algorithmus erzeugt werden.

Beobachtung 4.9. Fir jede Baummetrik My = (Vp,dr) aus der Menge S aus Theo-

rem [/.9 gilt

max dr(x,y) < 8- max d(z,y).
z,yeVr

Beweis. Wir haben A = max, ,cy d(x, y) definiert und § € N so gewihlt, dass 2071 <
A < 20 gilt. In jeder Baummetrik, die einer hierarchischen Partition Dy, Dy, ..., D5 der
Metrik M entspricht, betrigt die Léinge des lingsten Weges 23°0_, 28 < 2042 < 8A. [

4.2 Anwendung auf das k-Server-Problem

Wie bereits oben angekiindigt, ergibt sich aus Theorem das folgende Ergebnis.

Theorem 4.10. FEs gibt einen randomisierten Online-Algorithmus fir das k-Server-
Problem, der fiir jede Metrik mit N Punkten O(k - log N)-kompetitiv ist.

Beweis. Sei M = (M, d) eine beliebige Metrik, fur die das k-Server-Problem gelost
werden soll, und sei (S, D) die O(log N)-Approximation von M aus Theorem [4.2] Der
Algorithmus, den wir entwerfen, nutzt vor der ersten Anfrage den randomisierten Al-
gorithmus aus Theorem , um eine zuféllige Baummetrik My = (Mp,dr) aus S
gemaf der Verteilung D auszuwéhlen, und interpretiert die Eingabe o fiir M als Ein-
gabe fiir Mr. Dies ist moglich, da M C My gilt. Auf die Eingabe o und die Metrik M
wendet er nun den DC-Algorithmus an, der geméfi Theorem einen kompetitiven
Faktor von k auf der Baummetrik M erreicht.

Wir fixieren einen beliebigen optimalen Offline-Algorithmus fiir das k-Server-Problem
und bezeichnen mit OPT(c) und OPTr (o) die Lésungen, die er fiir die Metriken M
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bzw. M7 bei Eingabe o berechnet. Eine Losung L fiir eine Eingabe o ist eine Folge von
Bewegungen der Server, um die Anfragen in o abzuarbeiten. Wir bezeichnen mit d(L)
die Kosten, die diese Serverbewegungen insgesamt erzeugen, wenn die Abstande auf M
durch die Metrik d gegeben sind. Analog bezeichnen wir mit dy(L) die Kosten, die die
Serverbewegungen in der Losung L insgesamt erzeugen, wenn die Abstande auf M
durch die Metrik dr gegeben sind. Mit diesen Notationen konnen wir die Kosten eines
optimalen Offline-Algorithmus auf Eingabe o beziiglich der Metriken M und M als

d(OPT(0)) bzw. dp(OPTr(0))

schreiben. Auflerdem folgt aus der jeweiligen Optimalitat von OPT (o) und OPT (o),
dass
d(OPT(0)) < d(OPTr(0)) und dp(OPTy(0)) < dp(OPT(0)) (4.3)

gilt.

Da Mt in unserem Algorithmus eine zufillige Baummetrik ist, handelt es sich bei
den Absténden dr(z,y) fir x,y € M um Zufallsvariablen. Ebenso ist OPTr (o) eine
zufallige Losung der Eingabe o. Theorem [4.2] garantiert, dass

d(z,y) <dr(z,y) und El[dr(z,y)] < O(logN)-d(z,y) (4.4)

fir alle x,y € M gilt. Wahrend die zweite Ungleichung nur im Erwartungswert gilt,
gilt die erste Ungleichung fiir jede Wahl von M, da jede Metrik aus S die Metrik M
dominiert.

Wenden wir den DC-Algorithmus bei der Eingabe o auf eine Baummetrik M+ an, so
garantieren Theorem [3.9und Beobachtung[t.9] dass wir eine Losung DCr (o) mit einem
Wert dr(DCr(0)) < k- dr(OPTr(0)) 4+ 7 erhalten, wobei 7 = 2k? - 8 max, yen d(z,y)
eine Konstante ist, die von k£ und der Metrik M abhéangt, nicht jedoch von o oder M.
Insbesondere gilt

wobei sich der Erwartungswert auf die zufillig gewdhlte Baummetrik My bezieht.
Der Erwartungswert von dr(OPTr(0)) ist nicht einfach zu analysieren, denn die zu-
fallige Metrik bestimmt sowohl die Abstédnde dr als auch die Losung OPT7 (o). Die
Abhéngigkeiten zwischen diesen beiden zufélligen Groflen machen eine Analyse des Er-
wartungswertes kompliziert. Zum Gliick konnen wir aber auf die zweite Ungleichung
von zuriickgreifen, die fiir jede Baummetrik M gilt. Damit folgt

E [dr(OPT1(0))] < E [dr(OPT(0))].

Der Vorteil dieser Abschitzung ist, dass OPT(o) eine feste Losung ist, die nicht von
der zufélligen Wahl von M abhéngt. Wir kénnen die Losung OPT(0) als eine Folge
von Serverbewegungen (x1, 1), ..., (%, ye) mit z;,y; € M darstellen. Es gilt dann

E[dr(OPT(0))] = E [Z dr(z;, yi)] =Y Eldr(zi, y)]

i=1 =1
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< O(log N) - > d(z;,y;) = O(log N) - d(OPT(0)),

i=1
wobei wir fir die Ungleichung den zweiten Teil von (4.4) ausgenutzt haben.

Kombiniert man die letzten drei Ungleichungen, so erhalt man

E [dr(DCr(0))] < k - O(log N) - d(OPT(c)) + 7.

Genauso wie oben ist es nicht einfach, den Erwartungswert von dr(DCr (o)) zu analy-
sieren, da der Zufall sowohl die Absténde dr als auch die Losung DCr (o) beeinflusst.
Mit der ersten Ungleichung von (4.4]) folgt jedoch

E[d(DCr(0))] < E[dr(DCr(0))]
und damit gilt insgesamt

E[d(DCr(0))] < O(k-log N) - d(OPT(0)) + 7.

Damit ist der Beweis abgeschlossen, denn wir haben gezeigt, dass unser Algorith-
mus eine zufillige Losung DCr(o) berechnet, deren erwartete Kosten (gemessen in
der Metrik M) bis auf einen konstanten additiven Term héchstens um einen Faktor
von O(k -log N) groBer sind als die Kosten einer optimalen Losung. O]

Als Ubung sei es dem Leser empfohlen, der Frage nachzugehen, warum es wichtig ist,
dass jede Baummetrik aus & die Metrik M dominiert. Es erscheint naheliegend, diese
Einschrankung aufzugeben und statt der Bedingung (4.4)) nur

d(z,y) < Eldr(z,y)] < O(log N) - d(z,y)

fir alle z,y € M zu fordern. Der Leser sollte sich tiberlegen, an welcher Stelle der obige
Beweis zusammenbricht, wenn wir durch diese abgeschwéchte Version ersetzen.
Auflerdem sollte er sich iiberlegen, dass diese Aussage tatsichlich zu schwach ist, um
Theorem [£.10| zu zeigen.

Der oben beschriebene randomisierte Algorithmus erreicht einen schlechteren kompe-
titiven Faktor als der beste bekannte deterministische Algorithmus fiir das k-Server-
Problem auf allgemeinen Metriken. Wir haben es dennoch vorgezogen, den randomi-
sierten Algorithmus zu présentieren, da Approximationen von Metriken durch Baum-
metriken auch fiir andere Probleme eine grofie Rolle spielen und ein wichtiges Hilfs-
mittel beim Entwurf von Online- und Approximationsalgorithmen sind.



Kapitel

Online-Probleme beim Handel

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit Problemen, die beim Kaufen und Ver-
kaufen von Aktien, Giitern und Devisen entstehen. Diese Fragestellungen eignen sich
besonders gut dafiir, als Online-Probleme modelliert zu werden, da man in der Regel
Entscheidungen treffen muss, ohne beispielsweise die Entwicklung der Aktien- oder
Wechselkurse in der Zukunft zu kennen.

5.1 Online-Suche und One-Way-Trading

Zunachst betrachten wir zwei einfache Probleme, die auftreten, wenn man Kapital von
einer Anlageform in eine andere tiberfithren mochte. Konkret gehen wir davon aus, dass
wir eine bestimmte Menge Euro besitzen, die wir in Dollar tauschen mochten. In der
ersten Variante dieses Problems, die wir Online-Suche nennen, betrachten wir jeden
Morgen einmal den aktuellen Wechselkurs und entscheiden, ob wir diesen akzeptieren,
d. h. alle unsere Euro zu diesem Kurs in Dollar tauschen, oder ob wir auf den nédchsten
Tag warten. Der Name Online-Suche riihrt daher, dass wir bei diesem Problem einen
moglichst guten Wechselkurs suchen, zu dem wir unser komplettes Kapital tauschen. In
der zweiten Variante, die wir One- Way- Trading nennen, betrachten wir ebenfalls jeden
Morgen einmal den aktuellen Wechselkurs und entscheiden, wie viele unserer Euro wir
zu diesem Kurs in Dollar tauschen. Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass
beliebige reelle Betrage getauscht werden diirfen. Der Name One-Way-Trading riihrt
daher, dass wir nur in eine Richtung von Euro in Dollar tauschen und nicht umgekehrt.

Formal besteht eine Eingabe o fiir eine der beiden Problemvarianten aus einer Fol-
ge p1,P2,---,0n € Rso von Wechselkursen. Ein Online-Algorithmus muss dann zu
jedem Zeitpunkt ¢ basierend auf der Kenntnis des aktuellen und aller vergangenen
Wechselkurse entscheiden, ob bzw. wie viele Euro in Dollar getauscht werden. Wir
normieren das initiale Vermogen so, dass es ein Euro betragt, und wir bezeichnen
mit x; € [0, 1] die Menge an Euro, die zum Zeitpunkt ¢ zum Wechselkurs p; in Dollar
getauscht wird. Der Algorithmus muss die Werte x; so wéhlen, dass > 1 ; x; < 1 gilt,
und im Falle von Online-Suche muss zusétzlich z; € {0,1} gelten, d.h. es gibt hochs-
tens ein ¢ mit z; > 0 und fiir dieses ¢ gilt dann sogar x; = 1. Die Anzahl Dollar, die der
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Algorithmus am Ende erzielt, nennen wir seinen Gewinn und sie lésst sich als -7 | p;x;
schreiben.

Das Ziel ist es, den Gewinn zu maximieren. Damit passen Online-Suche und One-
Way-Trading nicht zu Definition [I.1], in der der kompetitive Faktor nur fiir Minimie-
rungsprobleme definiert wird. Wir konnen die Definition aber kanonisch anpassen. Fiir
einen Algorithmus A und eine Eingabe o bezeichnen wir mit pa(c) den Gewinn des
Algorithmus A bei Eingabe o und mit OPT(o) bezeichnen wir den Gewinn eines op-
timalen Offline-Algorithmus bei Eingabe . Analog zu Definition sagen wir, dass
Algorithmus A einen kompetitiven Faktor von r erreicht, wenn es eine Konstante 7
gibt, sodass
OPT(0) <r-pa(o)+T1

fir alle Eingaben o gilt. Gilt diese Ungleichung sogar fiir 7 = 0, so nennen wir Al-
gorithmus A strikt r-kompetitiv. Bei randomisierten Algorithmen ersetzen wir in der
obigen Ungleichung den Gewinn p4 (o) wieder durch den erwarteten Gewinn E [pa (o).

5.1.1 Zusammenhang der beiden Problemvarianten

Auf den ersten Blick erscheinen Online-Suche und One-Way-Trading recht unterschied-
liche Probleme zu sein. Tatséchlich kann man aber Algorithmen fiir diese beiden Pro-
blemvarianten zueinander in Beziehung setzen.

Theorem 5.1. a) Zu jedem randomisierten Online-Algorithmus Ag fir One- Way-
Trading existiert ein deterministischer Online-Algorithmus Ap fir One-Way-
Trading, fir den pa,(c) =Epa,(0)] fir alle Eingaben o gilt.

b) Fiir jeden deterministischen Online-Algorithmus Ap fir One-Way-Trading exis-
tiert ein randomisierter Online-Algorithmus Ag fir Online-Suche, fir den
pap(0) =E[pa,(0)] fir alle Eingaben o gilt.

Der erste Teil des Theorems gilt insbesondere fir randomisierte Algorithmen zur
Online-Suche. Jeder solche Algorithmus kann also in einen deterministischen Algo-
rithmus fiir One-Way-Trading mit demselben Gewinn iiberfiihrt werden.

Beweis. Es sei 0 = (p1,...,ps) eine beliebige Eingabe. Sei fir Teil a) ein beliebi-
ger randomisierter Online-Algorithmus Ag fiir One-Way-Trading gegeben. Wir be-
zeichnen mit X; die Zufallsvariable, die angibt, wie viele Euro Algorithmus Ag im
i-ten Schritt in Dollar tauscht. Der deterministische Algorithmus Ap tauscht im i-ten
Schritt genau E[X;] Euro in Dollar. Zunéchst miissen wir argumentieren, dass dies
moglich ist. Es gilt E[X;] € [0,1], denn ware E[X;] > 1 so ware auch Pr[X; > 1] > 0
und somit wére bereits Ag kein zulassiger Algorithmus fiir One-Way-Trading. Ebenso
gilt X7 E[X;] € [0,1], denn aus Y7 E[X;] > 1 folgt E[>", X;] > 1 und da-
mit Pr[>¥" , X; > 1] > 0, was wiederum im Widerspruch dazu steht, dass Ag ein
giiltiger Algorithmus fiir One-Way-Trading ist. Es gilt auBerdem

pas() = - pELX] = B [Z pz-Xi] — Epan(0)].
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Sei fiir Teil b) ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus Ap fiir One-Way-
Trading gegeben. Wir bezeichnen mit x; den Betrag, den Ap im i-ten Schritt tauscht,
und wir konstruieren einen randomisierten Algorithmus A mit der folgenden Eigen-
schaft: Fir jedes ¢ betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus Ag die ers-
ten 1 —1 Wechselkurse nicht akzeptiert und den i-ten Wechselkurs akzeptiert, genau z;.
Wir bezeichnen mit y; die Wahrscheinlichkeit, mit der Ag den i-ten Wechselkurs ak-
zeptiert, wenn er keinen der ersten ¢ — 1 Wechselkurse akzeptiert hat. Dann lasst sich
die oben genannte Eigenschaft in die Gleichungen y; = x; und

T=y) - (I—wi1) i =2
fiur alle i € {2,...,n} tbersetzen. Man rechnet leicht nach, dass
%= 1—($1+...+1’i_1)

fir i € {1,...,n} eine geeignete Wahl ist und dass fiir diese Wahl y; € [0, 1] gilt.
Gilt 1 + ...+ z;_1 = 1, so folgt x; = 0 und wir setzen y; = 0. Somit handelt es sich
bei Ar um einen wohldefinierten randomisierten Algorithmus.

Es sei X; € {0,1} die Zufallsvariable, die angibt, wie viel der Algorithmus im i-ten
Schritt tauscht. Es gilt

Bl (o)) = B[ 35X = SpBIX] = X pPrlX = 1) = Y = payfo). O

Aus dem vorangegangenen Theorem folgt, dass Randomisierung bei One-Way-Trading
den kompetitiven Faktor nicht verbessern kann. Wir werden sehen, dass das bei Online-
Suche anders ist und Randomisierung dort sehr wohl helfen kann, einen besseren kom-
petitiven Faktor zu erreichen.

5.1.2 Algorithmen fiir Online-Suche

Um bei Online-Suche und One-Way-Trading deterministisch einen endlichen kompe-
titiven Faktor erreichen zu konnen, miissen gewisse Informationen iiber die Eingabe
von Anfang an vorliegen. Deshalb werden wir unter anderem Szenarien betrachten, in
denen alle Wechselkurse in einem bekannten Intervall [m, M| liegen. Auflerdem wer-
den wir Szenarien betrachten, in denen man statt m und M nur ¢ = M /m kennt. An
einigen Stellen gehen wir auch davon aus, dass die Lange n der Eingabe ¢ von An-
fang an bekannt ist. Gibt es ein bekanntes Intervall [m, M|, aus dem die Wechselkurse
stammen, so erlauben wir den Algorithmen nach dem letzten Schritt eventuell tibrig
gebliebene Euro zum Kurs m in Dollar zu tauschen.

Eine naheliegende Klasse von deterministischen Algorithmen fiir Online-Suche sind
Reservationspreisalgorithmen, welche den ersten Wechselkurs oberhalb eines bestimm-
ten Schwellenwerts akzeptieren. Der Reservationspreisalgorithmus RPA(z) akzeptiert
den ersten Wechselkurs von mindestens z. Gibt es keinen solchen Wechselkurs in der
Eingabe, so akzeptiert er keinen Wechselkurs und muss nach dem letzten Schritt den
Wechselkurs m akzeptieren.
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Theorem 5.2. Der Algorithmus RPA(p*) mit p* = v/ Mm ist strikt \/@-kompetitiv.

Beweis. Es sei 0 = (p1,...,pn) eine beliebige Eingabe und es sei pypax = max; p;.
Dann gilt OPT(0) = pmax- Ist Pmax < p*, 50 gilt PrPap+)(0) = m, da RPA(p*) keinen
Wechselkurs akzeptiert und nach dem letzten Schritt zum Kurs m tauschen muss. In
diesem Fall gilt also

OPT(0) p*
<= =/p
PrPAGH(0) M Ve

ISt Pmax > P, so gilt prpa(o) > p*, da RPA(p*) den ersten Wechselkurs von mindes-
tens p* akzeptiert. In diesem Fall gilt also

OPT(0)

M
e — S —_— @.
PrPA@p)(0) T p* Ve

Damit ist gezeigt, dass der optimale Gewinn stets um hochstens einen Faktor von /¢
grofler ist als der Gewinn von RPA(p*). O

Der Leser sollte sich als Ubung iiberlegen, dass es keinen deterministischen Algorith-
mus fiir Online-Suche gibt, der einen besseren strikten kompetitiven Faktor erreicht.
AuBerdem ist es eine Ubung, zu zeigen, dass kein deterministischer Algorithmus einen
strikt kompetitiven Faktor kleiner als den trivialen Faktor ¢ erreichen kann, wenn
nur ¢, nicht aber m und M bekannt sind.

Mit Randomisierung kann man einen deutlich besseren kompetitiven Faktor errei-
chen. Zunéchst betrachten wir wieder das Szenario, dass m und M bekannt sind. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass ¢ = M/m = 2% fiir ein k € N gilt. Der ran-
domisierte Algorithmus EXPO wahlt ¢ uniform zuféllig aus der Menge {0, ...,k — 1}
und wendet den deterministischen Algorithmus RPA(m2’) an. Im Rest dieses Kapitels
steht log stets fiir den bindren Logarithmus log,.

Theorem 5.3. Der Algorithmus EXPO ist strikt (c(¢)log¢)-kompetitiv. Dabei ist ¢
eine Funktion, die fiir grofe ¢ gegen 1 konvergiert und fiir die c(o) < 2 fiir alle ¢ = 2F
mit k € N gilt.

Beweis. Es sei 0 = (py,...,ps) eine beliebige Eingabe und wieder sei pya, = max; p;.
Dann gilt OPT(0) = puax. Gilt puax = m2F, so sei j = k — 1. Ansonsten sei j €
{0,1,...,k — 1} so gewihlt, dass m2/ < puax < m2/7! gilt. Ein solches j existiert
wegen M = m2F. Jeder Algorithmus RPA(m2%) mit i € {0,...,k — 1} und i > j
akzeptiert bei der Eingabe o keinen Preis und erreicht somit nur einen Gewinn von m.
Jeder Algorithmus RPA(m2") mit i < j erreicht auf der Eingabe ¢ mindestens einen
Gewinn von m2’. Da ¢ uniform aus der Menge {0, ...,k — 1} gewéhlt wird, ergibt sich

T
L

P maiy (O k—1—7 I m2
E[pEXPO(U)]:' RPA(kQ)( >Z - J ‘m+z ;

=0

J . m .
(k—l—j+22’> :?(k—j+2ﬂ+1—2).
=0

N
Il
o

|3
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AuBerdem gilt OPT(0) = ppax < m2TL. Fiir den kompetitiven Faktor ergibt sich

somit '
OPT (o) < 27+l
E[pExpo<O')] - 2j+1+1€—j—2.

Eine einfache Kurvendiskussion zeigt, dass die Funktion

2J+1
R(j) := —
U) =i r=i=9

fir > =k -2+ ﬁ ihr Maximum annimmt. Es gilt
N 2k=leln 2
RO = g5eme -1
Dieser Term ist fiir £ > 2 (d. h. fiir ¢ > 4) durch 1,37 nach oben beschrankt. Auflerdem
konvergiert er fur grofie £ (d. h. fiir grofie ) gegen 1. Fir k =1 (d. h. fir ¢ = 2) gilt
stets 7 = 0 und R(0) = 2. O

Die Idee, die dem Algorithmus EXPO zugrunde liegt, ist einfach. Liegt der Reserva-
tionspreis z nur um einen konstanten Faktor unterhalb von py,.y, so erreicht der ent-
sprechende Algorithmus RPA(z) einen konstanten kompetitiven Faktor. Egal wie pyax
gewidhlt ist, es existiert stets ein 7 € {0,...,k — 1}, sodass m2’ nur um hochstens den
Faktor zwei unterhalb von pp.x liegt. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/log ¢ wird
dieses i gewahlt und der Algorithmus RPA(m2) angewendet. Mit diesem Argument
folgt ein kompetitiver Faktor von 21log ¢. Dieser Ansatz ist stark auf Maximierungspro-
bleme zugeschnitten. Lage ein Minimierungsproblem vor, so wiirde es nicht geniigen,
zu zeigen, dass fir ein ¢ ein konstanter kompetitiver Faktor erreicht wird. Man miisste
zusétzlich noch zeigen, dass durch falsche Wahlen von ¢ nicht zu hohe Kosten erzeugt
werden.

Der Leser iiberlege sich als Ubung, dass der Algorithmus EXPO so angepasst werden
kann, dass er den in Theorem behaupteten kompetitiven Faktor auch dann erreicht,
wenn er nur ¢, nicht aber m und M kennt. Dazu beobachtet der Algorithmus zunéchst
den ersten Wechselkurs py, wéhlt ¢ € {0,...,k — 1} uniform zuféllig und wendet den
Algorithmus RPA(p;2°) auf die Eingabe an. Das heifit insbesondere, dass er fiir i = 0
direkt den ersten Wechselkurs p; akzeptiert.

Wir konnen den Algorithmus sogar auf das Szenario verallgemeinern, dass weder das
Intervall [m, M] noch ¢ bekannt sind. Sei dazu eine monoton fallende Wahrscheinlich-
keitsverteilung ¢ = {q(7)}:2, auf den natiirlichen Zahlen gegeben. Eine solche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist eine Folge von reellen Zahlen mit ¢(i) € [0, 1], >3, q(7) = 1
und ¢(0) > ¢(1) > ¢(2) > . ... Der Algorithmus EXPO,, wéhlt ¢ zufillig gemé8 der Ver-
teilung ¢, beobachtet den ersten Kurs p; und wendet dann den Algorithmus RPA (p;2°)
auf die Eingabe an.

Theorem 5.4. Der Algorithmus EXPO, ist strikt m—kompetitiv.
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Beweis. Es sei 0 = (p1,pa,...,pn) eine beliebige Eingabe. Wieder sei pp.x = max; p;
und es sei j € {0,1,...} so gewéhlt, dass p127 < ppax < p1277! gilt. Wegen p; > m

und prax < M gilt
j= {bg (pmax>J < [log .
D1

Der Algorithmus RPA(p;27) erreicht auf der Eingabe o einen Gewinn von mindes-
tens p, 27/ > Prax ynd er wird mit einer Wahrscheinlichkeit von ¢(j) ausgewéhlt. Damit
folgt
1 1
q(lloge]) _ OPT(0) - ¢([log p])
2 2

In der zweiten Abschatzung haben wir die Monotonie der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ausgenutzt. [

E [pEXPOq:| Z Q(j) ' p12j 2 Pmax *

Es ist wichtig, dass zwar der kompetitive Faktor in Theorem von ¢ abhangt, dass
dem Algorithmus der Parameter ¢ aber nicht bekannt sein muss. Um einen moglichst
guten kompetitiven Faktor zu erreichen, suchen wir nun nach einer Folge ¢, die unter
den gegebenen Randbedingungen so lange wie moglich so grof§ wie moglich bleibt.
Da die Reihe 7%, +1)1 — fiir jedes € > 0 gegen eine Konstante c. konvergiert, ist es

naheliegend, ¢(i) = fiir ein € > 0 zu wéhlen. Damit erhalt man fiir jedes ¢ > 0

1+e

m
einen O(log ™ p)-kompetitiven Algorithmus. Man beachte, dass das gewéhlte € nicht
nur den Exponenten, sondern auch die Konstante in der O-Notation beeinflusst.

Um einen noch besseren kompetitiven Faktor zu erreichen, betrachten wir die Rei-

he >, m, die ebenfalls fir jedes ¢ > 0 gegen eine Konstante ¢, konver-

setzen und erhalten

giert. Dementsprechend kénnen wir auch ¢(i) = TG lo;“f oy

damit fiir jedes € > 0 einen O(log ¢ log' ™ log ¢)-kompetitiven Algorithmus.

5.1.3 Optimaler Online-Algorithmus fiir One-Way-Trading

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt mit EXPO einen O(log¢)-kompetitiven
Algorithmus fir die Félle kennengelernt, dass das Intervall [m, M] oder der Fak-
tor ¢ = M /m bekannt sind. Diesen Algorithmus haben wir als randomisierten Algo-
rithmus fir Online-Suche présentiert, mit Theorem konnen wir ihn aber auch als
deterministischen Algorithmus fiir One-Way-Trading auffassen. Wir werden in diesem
Abschnitt sehen, dass der kompetitive Faktor O(log ¢) zwar asymptotisch optimal ist,
dass es aber einen Algorithmus gibt, dessen kompetitiver Faktor um einen konstanten
Faktor besser als der von EXPO ist.

Um genau zu sein, werden wir in diesem Abschnitt einen optimalen deterministischen
Online-Algorithmus fiir One-Way-Trading préasentieren, der den bestmoglichen kom-
petitiven Faktor erreicht. Dann werden wir anschlielend argumentieren, dass dieser
kompetitive Faktor in der GroSenordnung O (log ¢) liegt und um einen konstanten Fak-
tor besser als der von EXPO ist. Dabei gehen wir davon aus, dass das Intervall [m, M|
bekannt ist.



5.1. Online-Suche und One-Way-Trading 73

Der Algorithmus, den wir betrachten, heifit Drohungs-Algorithmus (Threat). Er be-
kommt als Parameter einen Wert » > 1 tibergeben und versucht, einen strikten kom-
petitiven Faktor von r zu erreichen. Dazu verhdlt sich Threat(r) auf einer Einga-
be o = (p1,...,pn) im i-ten Schritt wie folgt.

1. Falls p; nicht grofler ist als der bisher beste Kurs maxi<j<;p;, so tauscht der
Algorithmus Threat(r) nichts.

2. Ansonsten tauscht Threat(r) den kleinstméglichen Betrag zum Kurs p;, der ga-
rantiert, dass er strikt r-kompetitiv auf der Eingabe o' = (pi,...,p;) ist, die
nach p; abbricht. Der Betrag, den Threat(r) nach Schritt ¢ noch nicht getauscht
hat, muss auf dieser Eingabe zum Kurs m getauscht werden. Gibt es keinen
Betrag mit der gewiinschten Eigenschaft, so gibt Threat(r) aus, dass es keinen
Algorithmus fiir One-Way-Trading gibt, der einen strikten kompetitiven Faktor
von 1 erreicht.

Bevor wir uns iiberlegen, wie dieser Algorithmus implementiert werden kann, beweisen
wir eine wesentliche Eigenschaft.

Lemma 5.5. Es sei o eine beliebige Eingabe der Linge n fiir One- Way-Trading. Gibt
es einen Online-Algorithmus, der auf jeder Fingabe o* mit i € {1,...,n} strikt r-
kompetitiv ist, so ist auch der Algorithmus Threat(r) strikt r-kompetitiv auf o und
gibt insbesondere keine Fehlermeldung auf dieser FEingabe aus.

Beweis. Sei 0 = (p1,...,pn) eine beliebige Eingabe und sei A ein beliebiger Online-
Algorithmus fiir One-Way-Trading, der auf jeder Eingabe o’ mit 7 € {1,...,n} strikt
r-kompetitiv ist Wegen Theorem konnen wir ohne Beschriankung der Allgemein-
heit davon ausgehen, dass A deterministisch ist. Auflerdem kénnen wir ebenfalls ohne
Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass die Wechselkurse streng mo-
noton steigen, dass also p; < ps < ... < p, gilt. Enthalt die Eingabe nédmlich einen
Wechselkurs p;, der nicht besser ist als der bisher beste Kurs, so d&ndern sich durch
das Loschen von p; aus der Eingabe weder der Wert der optimalen Losung noch das
Verhalten von Threat(r). Solange es also solche Wechselkurse gibt, konnen sie aus der
Eingabe entfernt werden, ohne dass dadurch der kompetitive Faktor von Threat(r)
beeinflusst wird.

Da Algorithmus A ein Online-Algorithmus ist, muss er sich im ersten Schritt bei den
Eingaben ¢ und ¢! identisch verhalten. Da er strikt r-kompetitiv ist, tauscht er einen
Betrag x,, der garantiert, dass er strikt r-kompetitiv auf der Eingabe o' ist. Insbe-
sondere gibt es also einen solchen Betrag und der Algorithmus Threat(r) gibt keine
Fehlermeldung aus, sondern bestimmt den kleinsten Betrag v, der garantiert, dass er
strikt r-kompetitiv auf der Eingabe o' ist. Es gilt somit 1, < ;.

Wir betrachten nun einen Schritt ¢ > 2 und gehen davon aus, dass Zle(ajj —y;) >0
fiur alle £ € {1,...,i— 1} gilt. In Schritt ¢ tauscht Algorithmus A einen Betrag z;, der
garantiert, dass seine bisherigen Aktionen (x1,. .., z;) eine strikt r-kompetitive Losung
auf der Sequenz ¢’ sind. Der Algorithmus Threat(r) hat bisher unter Umsténden
weniger getauscht als Algorithmus A. Wiirde er in diesem Schritt 3} = ;4 ;;11 (zj—y;)
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tauschen, so hétte er insgesamt die gleiche Menge Euro wie Algorithmus A getauscht
und hétte

i1
yipi + D yip;
j=1

i—1 i—1
= (xz +2 (- yj))pi +2_Yips

=1 j=1

i—1 i—1
> xpi+ Y (x5 — y)pioa + D YD

Jj=1 Jj=1

i—2 i—1
= Tipi + Z(% — y;)Pim1 + (Tic1 — Yim1)Dio1 + Z YiDj

1 i=1

= o
> x;p; + Z(% — Yj)Pi—2 + (Tic1 — Yim1)Pim1 + Z Y;iDj

1 i—1

13 ] s
=x;p; + ) (xj — y;)pi—2 + (Tica — Yi—2)Pi—2 + (Tim1 — Yim1)Pio1 + Z Y;iDj

1 i1

31'73 Z’l
> xipi+ ) (xj —yj)pis + (Tice — Yi2)Dim2 + (Tic1 — Yim1)Dio1 + Z YiDj

1 i—1

’ i1 i1 !
> .. 2 xp+ Z(% —y;)p; + Zyjpj

=1 j=1

Dollar erwirtschaftet. Bei den Ungleichungen haben wir die Monotonie der Wechselkur-
se und die Induktionsvoraussetzung ausgenutzt. Damit wére der Gewinn von Threat(r)
auf der Eingabe ¢ mindestens so grofl wie der von A und damit wire Threat(r) strikt
r-kompetitiv auf dieser Eingabe.

Es ist fiir Threat(r) moglich, den Betrag y} zu tauschen, da yz’»+2§;11 yj = §:1 r; <1
gilt. Damit haben wir gezeigt, dass es einen Betrag gibt, der garantiert, dass Threat(r)
strikt r-kompetitiv auf o* ist. Somit gibt Threat(r) in Schritt ¢ keine Fehlermeldung
aus. Auflerdem ist die Induktionsvoraussetzung im néchsten Schritt wieder gegeben,

denn y; <y impliziert Z§:1($j —y,;) > 0.

Es folgt induktiv, dass Threat(r) auf der Eingabe o zu keinem Zeitpunkt eine Fehler-
meldung ausgibt. AuBlerdem folgt, dass er im letzten Schritt so viel tauscht, dass er
auf der Sequenz o™ = o strikt r-kompetitiv ist. O

Aus dem vorangegangenen Lemma folgt direkt das folgende Theorem.

Theorem 5.6. Gibt es einen strikt r-kompetitiven Online-Algorithmus fiir One- Way-
Trading, so ist auch der Algorithmus Threat(r) strikt r-kompetitiv. Insbesondere gibt
der Algorithmus Threat(r) dann auf keiner Eingabe eine Fehlermeldung aus.
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Wegen des vorangegangenen Theorems konnen wir sagen, dass der optimale strikte
kompetitive Faktor, der fiir One-Way-Trading erreicht werden kann, die kleinste Zahl r
ist, fir die der Algorithmus Threat(r) auf keiner Eingabe eine Fehlermeldung ausgibt.
Wir werden diese abstrakte Beschreibung nun expliziter machen. Dazu tiberlegen wir
uns zunéchst, wie der Algorithmus Threat(r) implementiert werden kann.

Sei ¢ = (p1,...,pp) mit p; < ... < p, eine Eingabe fiir One-Way-Trading. Zusétz-
lich gehen wir davon aus, dass p; > rm gilt. Diese Einschrankung werden wir unten
erkldren. Wir bezeichnen nun mit z; den Betrag, den Threat(r) in Schritt ¢ tauscht.
Auflerdem bezeichnen wir mit E; und D; den Betrag an Euro bzw. Dollar, die Threat(r)
nach Schritt 7 besitzt. Um auf der Eingabe o* einen strikten kompetitiven Faktor von r
zu erreichen, muss ‘

OPT(O‘Z)‘ _ Di .

Prhreat(r)(0°) Dy + mE; —

fir alle 7 gelten. Der Nenner D; + mE; entspricht genau dem Gewinn von Threat(r)
auf der Eingabe ¢, denn nach Schritt ¢ besitzt der Algorithmus D; Dollar und er
kann zu einem Kurs von m die verbleibenden E; Euro in Dollar tauschen. Definieren
wir Fg = 1 und Dy = 0, so konnen wir diesen Gewinn fiir ¢ > 1 als

(5.1)

D;+mE; =D, 1+ x;p; + m(Ei_l - CL’Z) (52)
schreiben. Kombiniert man (5.1)) und (5.2), so erhélt man

Di
zi(pi —m)+ Diy + mE;_;

<

Lost man diese Ungleichung nach x; auf, so erhilt man

pi —1(Dicy + mE;_4)

X
r(p; —m)

Da Threat(r) das kleinste nichtnegative x; mit dieser Eigenschaft wahlt, konnen wir
davon ausgehen, dass

pi —r(Di1 + mE;_4) } (5.3)

r; = max 0,
{ r(pi —m)

gilt. Fiir solche ¢, fiir die das Maximum von dem zweiten Term angenommen wird,
gilt (5.1) mit Gleichheit. Aus p; > rm folgt mit Fy = 1 und Dy = 0, dass dies
fiir = 1 der Fall ist. Es gilt also

P1—rm

= - (5.4)
Ist fiir « — 1 mit Gleichheit erfiillt, so gilt
Dy +mE;_, = p:l. (5.5)
Daraus ergibt sich
pi—r(Disi+mEiy) _pi—r- "7 pi—pia >0, (5.6)

r(p; —m) N r(pi —m) B r(p; —m)
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wobei wir im letzten Schritt die Monotonie der Wechselkurse ausgenutzt haben. Das
bedeutet, auch fir ¢ ist ((5.1)) mit Gleichheit erfiillt. Somit folgt induktiv, dass auf der
betrachteten Eingabe das Maximum in (5.3) immer vom zweiten Term angenommen
wird.

Aus folgt auch, wie sich Threat(r) auf Eingaben verhalt, die mit einem Kurs p; <
rm beginnen. Solange der Kurs in einer solchen Eingabe unterhalb von rm liegt,
kauft Threat(r) nichts. Fiir alle Kurse danach verhélt er sich so wie oben durch
und beschrieben. Der einzige Unterschied ist, dass durch im Allgemeinen

nicht z; sondern ;) mit i(r) = min{i | p, > rm} bestimmt wird.

Damit ist das Verhalten von Threat(r) explizit beschrieben. Wir wissen jedoch noch
immer nicht, wie grof§ » mindestens sein muss, damit keine Fehlermeldung erzeugt
wird. Bei einer Eingabe mit Kursen m < p; < ... < p, < M wird genau dann eine
Fehlermeldung erzeugt, wenn die Summe » ;" ; x; der umgetauschten Euro grofer als 1
ist. Der Algorithmus Threat(r) ist auf der betrachteten Eingabe fiir jedes r ein strikt
r-kompetitiver Algorithmus, fiir das

= i —m) i rei—m)

gilt. Da die linke Seite dieser Ungleichung monoton mit r fallt, konnen wir das kleins-
te r, fiir das Threat(r) keine Fehlermeldung ausgibt, dadurch bestimmen, dass wir aus
der Ungleichung eine Gleichung machen und diese nach r auflésen. Den Wert, der sich
dadurch ergibt, nennen wir *(n, m, p1, ..., pn)-

Natiirlich kénnen wir keinen Online-Algorithmus entwerfen, der zunéchst r* berechnet
und dann Threat(r*) anwendet, da zur Berechnung von 7* nicht nur m und n, sondern
auch alle Kurse pq, ..., p, bekannt sein miissen. Ein weiteres Problem ist, dass wir uns
auf Eingaben mit streng monoton steigenden Kursen beschriankt haben. Wir kénnen
allgemeine Eingaben der Lange n handhaben, indem wir alle Kurse streichen, die nicht
besser sind als der beste vorangegangene Kurs. In obiger Formel fiir »* diirfen wir dann
aber nicht die Lange n der urspriinglichen Eingabe zugrunde legen, sondern die Lange k&
der Eingabe, die nach den Streichungen tibrig bleibt. Wir kénnen jedoch fiir allgemeine
Eingaben der Lange n allein basierend auf der Kenntnis der Eingabelidnge n und des
Intervalls [m, M] die folgende GroBe 77 (m, M) berechnen:
re(m, M) = max r*(k,m, p1y ..., Dr)-

k<n
m<p1<...<pp <M

Das bedeutet, dass ein strikter kompetitiver Faktor von r (m, M) fiir allgemeine Einga-
ben erreicht werden kann, wenn das Intervall [m, M] und die Eingabeldnge n bekannt
sind. Dazu berechnet man zunéchst 7%(m, M) und wendet dann Threat(r?(m, M))
an. Es gibt keine kurze explizite Formel fur 7% (m, M). Mit einigen Rechnungen kann
man 1 (m, M) aber implizit als die eindeutige Losung der Gleichung

()

beschreiben.
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Korollar 5.7. In dem Szenario, dass das Intervall [m, M| und die Eingabelinge n
bekannt sind, ist Threat(ry(m, M)) ein optimaler Online-Algorithmus.

Beweis. Wir missen zeigen, dass es keinen Online-Algorithmus A gibt, der auf allen
Eingaben der Lange n mit Wechselkursen aus [m, M| einen besseren kompetitiven
Faktor als 7% (m, M) erreicht. Angenommen, es gibe einen Online-Algorithmus A, der
einen strikten kompetitiven Faktor von r < r*(m, M) auf allen Eingaben der Lange n
mit Wechselkursen aus [m, M| erreicht. Da r < r%(m, M) gilt, gibt es eine Eingabe o =
(p1,.-.,pk) mit rm < p; < ... < p und k < n, auf der der Algorithmus Threat(r)
eine Fehlermeldung ausgibt. Der Algorithmus A ist aber laut Annahme auf ¢ und
auf jedem Préfix von o strikt r-kompetitiv. Damit ergibt sich ein Widerspruch zu
Lemma, [5.5] O

Die Grofle r%(m, M) ist monoton wachsend in der Lange n der Eingabe. Dies folgt

direkt aus der Definition. Ist die Eingabeldnge n nicht bekannt, so muss mit beliebig

grofien Eingabelangen gerechnet werden und es kann nur ein kompetitiver Faktor von
r5e(m, M) = lim 77 (m, M)

erreicht werden. Diese Grofle kann man mit einigen Rechnungen implizit als die ein-
deutige Losung der Gleichung

r=1In (“) (5.8)

beschreiben. Man sieht, dass Gleichung (5.8)) invariant gegeniiber Skalierung von m
und M ist. Das bedeutet, dass der kompetitive Faktor, der erreicht werden kann, nur
von ¢ = M/m abhangt. Auflésen der Gleichung nach r ergibt

-1
r(m M) =14 W (=) = O(log ).
e
wobei W die lambertsche W-Funktion, also die Umkehrfunktion von f(x) = ze”,

bezeichnet. Damit folgt das folgende Korollar, dessen Beweis analog zu dem von Ko-
rollar 5.7 ist.

Korollar 5.8. In dem Szenario, dass nur das Intervall [m, M| bekannt ist, ist der
Algorithmus Threat(rs (m, M)) ein optimaler Online-Algorithmus. Er erreicht einen
strikten kompetitiven Faktor von ©(log o).

In der folgenden Abbildung betrachten wir fiir konkrete Werte von ¢, wie sich die
kompetitiven Faktoren von EXPO und Threat verhalten. Da wir EXPO nur fiir den
Fall analysiert haben, dass ¢ eine Zweierpotenz ist, haben wir in der Abbildung die
Schranke aus Theorem verwendet und ¢ jeweils auf die néchste Zweierpotenz auf-
gerundet. Die obere Kurve zeigt den kompetitiven Faktor von EXPO und die untere
Kurve zeigt den kompetitiven Faktor von Threat(r%_ (m, M)). Man sieht, dass Threat
echt besser als EXPO ist.
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Auch der Algorithmus Threat kann auf das Szenario verallgemeinert werden, dass nur
der Parameter o nicht aber das Intervall [m, M] bekannt ist. Dadurch verschlechtert
sich sein kompetitiver Faktor, er ist aber dennoch besser als der von EXPO.

5.2 Economical Caching

Wir betrachten nun ein mit One-Way-Trading verwandtes Online-Problem, das von
Englert et al. [§] eingefiihrt wurde. Bei diesem Problem geht es darum, ein vorhandenes
Lager moglichst effektiv einzusetzen, um Kosten beim Einkauf zu sparen. Betrachten
wir als Beispiel einen Autofahrer, der jeden Morgen an einer Tankstelle vorbeifdhrt,
den aktuellen Preis beobachtet und dann entscheidet, ob und wie viel er tankt. Auf
der einen Seite mochte der Autofahrer bei einem schlechten Preis nicht tanken, auf
der anderen Seite entsteht jeden Tag ein gewisser Verbrauch. Wartet der Autofahrer
zu lange, so ist er irgendwann bei einem leeren Tank gezwungen, einen beliebig hohen
Preis zu akzeptieren.

Formal ist bei dem Economical-Caching-Problem ein Parameter ¢ > 1 gegeben und
jedes Ereignis o; einer Eingabe o = (o071,...,0,) besteht aus einem Preis p; € [1, ¢]
und einem Verbrauch v; > 0. Die Aufgabe besteht darin, in jedem Schritt ¢ die An-
zahl x; > 0 an Einheiten festzulegen, die in diesem Schritt gekauft werden. Wir gehen
davon aus, dass ein Lager zur Verfiigung steht, das zu Beginn leer ist und dessen
Kapazitit 1 betrigt. Wir bezeichnen mit L# den Lagerbestand, den Algorithmus A
nach Schritt ¢ erreicht. Dieser hangt natiirlich von der Eingabe o ab, diese betrachten
wir aber als gegeben und nehmen sie nicht als weiteren Parameter in die Notation
auf. Der Lagerbestand zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich aus dem zum Zeitpunkt ¢ — 1
als LA = L# | — v; + z;. Da der Lagerbestand stets zwischen 0 und 1 gehalten werden
muss, ergibt sich daraus die Einschrankung

z; € |max{0,v; — LA V1 — L&+l (5.9)

Die Kosten von Algorithmus A auf der gegebenen Eingabe o entsprechen dann der
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Summe Cy(c) = X0 | pix;. Ziel ist es, die Werte z; so zu wahlen, dass diese Kosten
so klein wie moglich werden.

Wir gehen im Folgenden stets davon aus, dass einem Online-Algorithmus der Para-
meter ¢ bekannt ist. Dies entspricht dem Szenario bei One-Way-Trading, in dem das
Intervall [m, M| bekannt ist. Man héatte auch das Economical-Caching-Problem ohne
Weiteres so formulieren konnen, dass alle Preise aus einem bekannten Intervall [m, M|
stammen. Um einen Parameter zu sparen, gehen wir hier aber davon aus, dass das
Intervall so skaliert ist, dass die untere Intervallgrenze 1 ist. Auch die Einschrankung,
dass das Lager maximal 1 fasst, ist ohne Beschrankung der Allgemeinheit und nur eine
Frage der Skalierung.

Wir werden zunéachst einen Algorithmus kennenlernen, der einen kompetitiven Fak-
tor von /¢ fiir das Economical-Caching-Problem erreicht. AnschlieBend werden wir
untere Schranken fiir den kompetitiven Faktor zeigen, den Online-Algorithmen errei-
chen konnen. Danach werden wir einen optimalen Online-Algorithmus beschreiben,
der einen kompetitiven Faktor erreicht, der echt zwischen @ und /¢ liegt.

5.2.1 Ein Reservationspreisalgorithmus

Als ersten naheliegenden Ansatz werden wir den Reservationspreisalgorithmus fiir
One-Way-Trading auf das Economical-Caching-Problem tbertragen. Der Algorith-
mus RPA, den wir betrachten, kauft bei einem Preis von héchstens /p so viel wie
moglich und bei einem Preis tiber /@ so wenig wie moglich. Aus ergibt sich

vi+ (1= L) fallsp </,
€T; =
max{0,v; — LM} falls p; > /9.

Theorem 5.9. Der Algorithmus RPA ist | /p-kompetitiv fiir das Economical-Caching-
Problem.

Beweis. Die Beweisidee ist dhnlich wie bei Theorem [5.2] die Argumentation ist aber
etwas komplizierter. Es sei 0 = (07, ..., 0,) eine beliebige Eingabe fiir das Economical-
Caching-Problem und es sei OPT ein beliebiger optimaler Offline-Algorithmus. Wei-
terhin bezeichnen wir mit p; und v; den Preis bzw. Verbrauch im i-ten Schritt. Wir
nutzen die Potentialfunktion ®(LOFT, LFPA) = /5. (LOFT — LRPA) die jeder Konfigu-
ration ein Potential zuweist. Dabei seien LFPA und LOFT die aktuellen Lagerbestinde
der Algorithmen RPA und OPT.

Anstatt diese Potentialfunktion direkt auf der Eingabe o anzuwenden, was nicht zum
gewlinschten Ergebnis fithren wiirde, teilen wir die Eingabe ¢ zunéachst in Phasen ein.
Dazu fassen wir in o jede Sequenz von aufeinanderfolgenden Preisen grofier als |/ zu
einer Phase zusammen. Ebenso fassen wir in ¢ jede Sequenz von aufeinanderfolgenden
Preisen von héchstens /@ zu einer Phase zusammen. Phasen mit Preisen grofler als /o
nennen wir schlechte Phasen und Phasen mit Preisen von héchstens /¢ nennen wir
gute Phasen. Auf diese Weise konnen wir die Eingabe o als eine Sequenz (3, ..., Xg)
von k < n Phasen auffassen, wobei gute und schlechte Phasen abwechselnd auftreten.
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Anstatt das Potential nach jedem Schritt o; zu betrachten, interessiert uns in diesem
Beweis nur das Potential am Ende der Phasen. Sei ®; das Potential nach Phase ¥;
und sei &y = 0 das Potential vor dem ersten Schritt o;. Aulerdem bezeichnen wir
mit LRPA und LOPT die Lagerbestinde der Algorithmen RPA und OPT nach der i-ten
Phase und wir bezeichnen mit V; den Gesamtverbrauch in der i-ten Phase. Ferner
sei LEPA = LOFT = 0.

Wir bezeichnen mit CFPA und CPFT die Kosten, die die Algorithmen RPA und OPT
insgesamt in Phase i erzeugen. Analog zu Abschnitt definieren wir die amorti-
sierten Kosten a; von Phase ¢ als
a; = O™ + @ — &y = CFP4 + o - (L = L) + /o - (L7 — L),

Kénnen wir zeigen, dass a; fiir alle 7 durch /- CPPT nach oben beschrinkt ist, so folgt
mit der Methode der Potentialfunktionen, dass der Algorithmus RPA ,/¢-kompetitiv
ist, da das Potential nur Werte in einem konstanten Intervall [—,/p, \/¢] annehmen
kann. Zur Abschatzung der amortisierten Kosten betrachten wir gute und schlechte
Phasen separat.

o Essei 3; eine gute Phase. Aus der Definition von RPA folgt, dass LEPA = 1 gilt.
Insgesamt kauft der Algorithmus RPA in der Phase ¥; also V; + (1 — LEFA). Da
alle Preise in dieser Phase maximal /¢ betragen, gilt

CIP < Ve - (Vi+ 1= LEP).
Auflerdem gilt

OO 2 Vit (L9 — 19%)

Y

da OPT in dieser Phase insgesamt genau V; + (LYYT — LOET) kauft. Damit folgt

a; S V@- (Vit 1= L) + - (L = 1) + - (L9 — L)
= Vo (Vi+ LT = L)
< VeGP

o Es sei 3J; eine schlechte Phase. Da in dieser Phase alle Preise grofier als /i sind,
gilt
CO 2 (Vot L9 = 27T,
Aus der Definition von RPA folgt, dass LEPA = max{0, LEFA — V;} gilt und dass
dementsprechend der Algorithmus RPA in dieser Phase max{0, V; — LEPA} kauft.
Wir betrachten die beiden zugehorigen Unterfélle separat.

— Gilt V; < LFPA 5o ist LRPA = LRPA _ 17 und RPA kauft in dieser Phase
nichts. Dementsprechend entstehen RPA keine Kosten und es gilt
a; = Vo (L = L) + e - (L7 — L)
= Ve Vit Ve (LT = L)
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— Gilt V; > LRFA 50 ist LEPA = 0 und RPA kauft in dieser Phase V; — LRFA.
Dementsprechend gilt

G <o (Vi— LY.

Entweder gilt i = 1, was bedeutet, dass LFPA = LI = 0 gilt, oder vor der
schlechten Phase i gab es eine gute Phase i — 1, was LI = 1 bedeutet. In
jedem Falle gilt LRFA > LOYT Dies impliziert

(V LRPIA) + \/— (LOPT LRPA LOPT + LRPA)
(V= L) 4 VB (L7 4 (LI - 19T

(Vi = LEP) + o (L7 + (L = L))

(V + LOPT LOP1T)
< ﬁ -CPPT
LRPA _

In der zweiten Ungleichung haben wir ausgenutzt, dass L? PT + (L%
LOTT) > 0 wegen LEFA > LOTT gilt.

a;

Der Beweis ist abgeschlossen, da wir eine Potentialfunktion mit den gewiinschten Ei-
genschaften gefunden haben. O
Wir stellen im Folgenden einen Schritt o; mit Preis p; und Verbrauch v; als o; = pl
dar. Es ist leicht einzusehen, dass der Algorithmus RPA nicht besser als /- kompetltlv
ist. Dazu betrachten wir die Sequenz

7= (V) ) ()

Der Algorithmus RPA fiillt im ersten Schritt das Lager komplett, im zweiten Schritt
kann er dementsprechend nichts mehr kaufen und im letzten Schritt kauft er ebenfalls
nichts und deckt den Verbrauch komplett aus seinem Lager, das anschliefend leer
ist. Dadurch entstehen RPA Kosten in Hohe von /@, wohingegen die Kosten eines
optimalen Offline-Algorithmus nur 1 betragen. Dies zeigt zunéachst nur, dass RPA nicht
besser als strikt ,/p-kompetitiv ist. Wir konnen jedoch eine Eingabe o konstruieren,
die aus beliebig vielen Wiederholungen von ¢’ besteht. Diese beeinflussen sich nicht,
da RPA nach jeder Wiederholung von ¢’ ein leeres Lager hat. Ebenso koénnen wir
davon ausgehen, dass auch der optimale Offline-Algorithmus nach jeder Wiederholung
ein leeres Lager hat. Mit ahnlichen Argumenten wie in Abschnitt folgt daraus,
dass RPA fiir kein 7 <,/ einen kompetitiven Faktor von r erreicht, denn man kann
fir jedes < /¢ und jede Konstante 7 eine Anzahl an Wiederholungen finden, sodass
die Kosten von RPA auf o grofler als r - OPT (o) + 7 sind.

5.2.2 Untere Schranken

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit unteren Schranken fiir den kompetitiven
Faktor, der bei dem Economical-Caching-Problem erreicht werden kann. Wir fangen
zum Aufwéirmen mit einer einfachen Schranke an.
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Theorem 5.10. Es gibt keinen deterministischen oder randomisierten Online-Algo-
rithmus fir das Economical-Caching-Problem, der einen kompetitiven Faktor kleiner

1 )
als \/@TJF erreicht.

Beweis. Es sei A ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus fiir das Econom-
ical-Caching-Problem. Wir konstruieren eine Eingabe ¢’, die mit einem Schritt (*{f)
beginnt. Es sei x eine Variable, die angibt, wie viel Algorithmus A in diesem ersten
Schritt kauft. Basierend auf x entscheiden wir, wie die Sequenz o’ weitergeht. Es gelte

, ({?)(f) falls o < 1,
7= {(«g),(g),(s;) falls & > 1.

Daraus ergibt sich

Ca(0') > v /p+(1—x) ¢ falsz <
Tz e+ (1-2) falls z >

(Vo +) fallsz <
(Ve+1) fallsz >

NI N
——
VvV
——
D= N [=

D= N[

und
Vo fallsx < %,
1 falls > %

OPT(¢') = {

Unabhéngig von z gilt also
+1

CA(UI> Z \/62 . OPT(U’).
Dies zeigt zunéchst nur, dass A nicht besser als strikt ‘/iﬂ—kompetitiv ist. Aber auch
hier kénnen wir eine Sequenz of konstruieren, die aus einer beliebigen Anzahl ¢ an
Wiederholungen von ¢’ besteht. Allerdings ist hier ein wenig Vorsicht geboten, weil
nicht klar ist, ob sich die Wiederholungen beeinflussen konnen. Um das auszuschlielen,
bemerken wir zunéchst, dass wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen
konnen, dass das Lager von Algorithmus A nach der Sequenz ¢’ leer ist. Der Leser
sollte sich tiberlegen, dass wir Algorithmus A so modifizieren konnen, dass er diese
Eigenschaft erfiillt, ohne dabei seine Kosten zu vergroflern. Zweitens weisen wir explizit
darauf hin, dass der Algorithmus in jeder Wiederholung von ¢’ ein anderes x wahlen

kann. Dies ist aber unproblematisch, da wir bei der Konstruktion der Sequenz jedes
Mal entsprechend darauf reagieren kénnen. Insgesamt gilt fiir die Sequenz o*

Ca(c) > \/iﬂ -OPT(c")

und auferdem gilt OPT(0f) > (. Hitte Algorithmus A einen kompetitiven Faktor

o+l
2

von r < , so gibe es eine Konstante 7, sodass
Ca(c") <7-OPT(c") + 1

fir alle ¢ gilt. Zusammen mit der vorangegangenen Formel folgt daraus

1
\/@;— -OPT(c") <r-OPT(¢") + 1,
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was aquivalent zu
-

+1
\/5; _p

OPT(c") <

ist. Diese Ungleichung ist aber fiir hinreichend grofle ¢ nicht erfiillt und damit ergibt
sich ein Widerspruch zu der Annahme, dass Algorithmus A einen kompetitiven Faktor
von r erreicht.

Wir haben bislang nur tber deterministische Algorithmen gesprochen. Der Leser iiber-
lege sich als Ubungsaufgabe, dass sich die Konstruktion komplett analog iibertrigt,
wenn x angibt, wie viel Algorithmus A im Erwartungswert im ersten Schritt von o’
kauft. O

Wir werden nun eine bessere untere Schranke fiir das Economical-Caching-Problem
herleiten. In dieser kommt wieder die lambertsche W-Funktion vor. Oben haben wir
diese bereits als die Umkehrfunktion der Funktion f(z) = x - €” definiert. Fiir positi-
ve Werte ist die lambertsche W-Funktion dadurch eindeutig bestimmt. Im Folgenden
miissen wir die lambertsche W-Funktion aber fiir negative Werte auswerten, was pro-
blematisch ist, da die Funktion f nicht injektiv ist. Da das Minimum der Funktion f
genau —1/e betrégt, ist die lambertsche W-Funktion ohnehin nur fir Werte z > —1/e
definiert. In dem Intervall (—1/e, 0) gibt es zwei Méglichkeiten, die Funktion f umzu-
kehren. Uns interessiert nur der sogenannte Hauptast der lambertschen W-Funktion.
Diesen erhdlt man, wenn man zusétzlich W(z) > —1 fordert. Fir z € [—1/e,0) be-
zeichnen wir mit W(z) also die eindeutige Zahl z > —1 mit x - ¢* = z.

Lemma 5.11. Fir alle x € [—1,0) gilt In(—W (z)) = In(—z) — W ().

Beweis. Fiir z € [-1,0) gilt per Definition W (z)-e"®) = z. Daraus folgt das Lemma:

W(z) -V =g
= —W(z) -V = g

=In ( —W(z) - eW(x)> = In(—x)
=In(-W(z)) + W(z) = In(—x). O

Theorem 5.12. Es gibt keinen deterministischen oder randomisierten Online-Algo-
rithmus fir das Economical-Caching-Problem, der einen kompetitiven Faktor kleiner

als
") =
W)

erreicht.

Beweis. Wir schreiben im Folgenden der Einfachheit halber r* statt r*(¢). Fur je-
des p € [1, ¢/r*] konstruieren wir eine Sequenz .. Diese beginnt mit einer Folge Y3, von
Schritten, in denen kein Verbrauch auftritt und in denen der Preis monoton von ¢/r*
auf p fallt. Um genau zu sein, sei

o ¥

;,;—€,F—2€,...,p+5,p
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die Folge von Preisen in Y. Dabei sei ¢ > 0 ein kleiner Wert mit (¢/r* —p)/e € N.
Da wir ¢ beliebig klein wahlen kénnen, gehen wir im Folgenden davon aus, dass der
Preis in der Sequenz ¥, kontinuierlich von ¢/r* auf p fillt. Die Sequenz ¥, besteht
aus der Sequenz X, und einem zusétzlichen Schritt mit Preis ¢ und Verbrauch 1, der
an ¥, angehdngt wird.

Bevor wir die untere Schranke fiir beliebige Online-Algorithmen zeigen, betrachten
wir einen speziellen Algorithmus A*, der auf einer Lagerfunktion g : [1,¢/r*] — [0, 1]
beruht. Diese Funktion gibt fiir jeden Preis p € [1, ¢/r*| einen gewtinschten Lagerbe-
stand g(p) an. Der Algorithmus A* kauft bei einem Preis p; soviel, dass der Lagerbe-
stand nach Schritt i moglichst nah an g(p;) ist. Formal kénnen wir den Betrag x;, den
Algorithmus A* in Schritt ¢ kauft, als

vi +g(pi) — LY, falls g(p;) > LY, — v
xT; =
0 falls g(p;) < LY, — v,

beschreiben. Die Lagerfunktion ¢ : [1,¢/r*] — [0, 1], die das Verhalten von A* be-
stimmt, ist definiert als

0= (1= 2) (1= 1))

Diese Funktion ist streng monoton fallend und sie verhélt sich nahezu linear (siehe
Abbildung [.1)). AuBlerdem gilt g(¢/r*) = 0 und mit Lemma folgt

g(l)zr*.<1 (1—1) m( W(le:;")))
(o= D) n(- e (22)
(5
(5

=

() e ()
() T ()
_ <1+W<1w"0)> — 1.

Die Kosten C4+(%,) von Algorithmus A* auf der Eingabe ¥, konnen wir fiir jedes p €
[1,¢/r*] durch den folgenden Term ausdriicken:

ﬁ
\_/\_/\_/
:T
/\/\/—\
‘G
™
‘6

=

@fr*

Car(Xy) = (L—g) - ¢+p-9(p) +/ g(z) dz.

p

Der erste Summand rithrt daher, dass der Algorithmus A* auf der Eingabe X, im
letzten Schritt 1 — g(p) viele Einheiten zum Preis ¢ kaufen muss, um den Verbrauch
von 1 zu decken. Der zweite Summand ist in Abbildung [5.1] ndher erlautert.

Die wesentliche Eigenschaft der Funktion g ist, dass die Kosten C4+(X,) fiir alle p €
[1,¢/r*] genau gleich r* - OPT(X,) sind. Dies zeigt die folgende Rechnung:

Cur(y) = (1= g0) -+ 9(0) + 7 () da
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0.75 1

9()
0517 (9p) —glp+e))

0.25 7 (& —2¢) - (9(;5 —2¢)1—9(5 —2))

(= =) - (9(F—2) —19(%))
1 2 304 5 22 § 7
N ()
1 9%
0.75 1
9(p)
0.5 1
o5 | PIW )
' i g(w)dx
1T 2 sp4 5 6 £ s 7

8

Abbildung 5.1: Die obere Abbildung illustriert die Kosten von Algorithmus A* auf der
diskreten Sequenz ¥,,. Die untere Abbildung illustriert die Kosten im kontinuierlichen
Fall. Da die Funktion g monoton ist, ist sie auf dem Intervall [p, /7] integrierbar, d. h.
im Grenzwert fiir ¢ — 0 stimmen die Kosten fiir die diskrete Sequenz mit den Kosten
fiir die kontinuierliche Sequenz iiberein. In dem Beispiel gilt ¢ = 30 und r* ~ 4.2.

=(l—g(p))-¢+p-g(p)+/pw7~*- (111(1—?2) (1)) da

X

=1 —g(p)-v+p-gp)+ [T*-(—soﬂ)(ln <1 - > - 1>r/r*

¥ P
_r*.<:i—p)ln<1—:*>
=(1—g(p)-e+p-glp)+r*- <(—¢+p)1n (1_7»1*)
—(—¢+p)ln<1—i>+<p_f*)>

=(1—g()-¢+p-9p)+(p—p) gp)+r" (P‘ﬁ)
— . p=r"-OPT(3,).
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Wir haben damit nachgewiesen, dass der Algorithmus A* fiir jedes p € [1,¢/r*] auf
der Sequenz ¥, genau die r*-fachen Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus ver-
ursacht. Bezogen auf diese Sequenzen handelt es sich bei A* also um einen Drohungs-
Algorithmus: er kauft in jedem Schritt den kleinstmoglichen Wert der garantiert, dass
er strikt r*-kompetitiv ist.

Ahnlich wie in Korollar kéonnen wir nun argumentieren, dass es keinen Online-
Algorithmus fiir das Economical-Caching-Problem geben kann, der auf allen Sequen-
zen %, einen besseren kompetitiven Faktor als r* erreicht. Sei dazu A ein beliebiger
deterministischer Online-Algorithmus. Die Erweiterung des folgenden Argumentes auf
randomisierte Algorithmen tiberlassen wir wieder dem Leser als Ubung. Wir betrachten
das Verhalten von A auf den Sequenzen J,,, wobei wir implizit von einer Diskretisie-
rung mit einem hinreichend kleinen e ausgehen, bei der Beschreibung aber wieder auf
kontinuierliche Sequenzen zuriickgreifen.

Wir kénnen das Verhalten von A auf den Sequenzen Y, wieder durch eine Lager-
funktion f : [1,¢/r*] — [0, 1] beschreiben. Dabei gibt f(p) fir p € [1,p/r*] an, wie
hoch der Lagerbestand von Algorithmus A nach der Sequenz 33, ist. Da A ein Online-
Algorithmus ist, ist die Funktion f monoton fallend. Auflerdem sei ohne Beschrankung
der Allgemeinheit f(1) = 1, da man jeden Algorithmus so transformieren kann, dass
er bei Preis 1 soviel wie moglich kauft, ohne seine Kosten auf Sequenzen der Form 3,
zu erhohen. Analog zu den Kosten von A* kénnen wir die Kosten von Algorithmus A
auf der Sequenz ¥, als

o/r*

Ca(Sy) = (1= fO) o +p-f) + [ fla)do. (5.10)

p

schreiben. Wir zeigen nun, dass es fiir jede Funktion f, d.h. fiir jeden Algorithmus A,
ein p gibt, sodass die Kosten von A auf ¥, mindestens r* - OPT(X,) betragen. Dazu
unterscheiden wir zwei Félle.

Zunéchst betrachten wir den Fall, dass f(x) > g(z) fir alle z € [1, ¢/r*] gilt. In diesem
Fall gilt

Cam) =1+ [ f@yarz 14 [T gy d = 05 = OPT().

Gibt es ein z € [1,/r*] mit f(x) < g(zx), so setzen wir

p=sup{z € [Lo/r]| f(z) < g(2)}.

Fir alle x > p gilt dann f(z) > g(z). AuBlerdem gilt f(p) = g(p). Dies folgt, da g
stetig ist und da f und g monoton fallen. Wir berechnen nun mithilfe von (5.10)) die
Kosten von Algorithmus A auf der Eingabe ¥,,. Es folgt

@fr*

CalZ) = (1= J @) - p+p- SO+ [ fla)de

p

> (1= g0) -+ 9(0) + [ 7 o) do
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= O (2,) = r* - OPT(S,).

Mit dieser Argumentation folgt, dass es keinen Online-Algorithmus gibt, der auf allen
Sequenzen der Form Y, besser als strikt 7*-kompetitiv ist. Ahnlich wie im Beweis von
Theorem kénnen wir durch eine hinreichend grofie Anzahl an Wiederholungen
von Sequenzen der Form ¥, zeigen, dass es keinen Online-Algorithmus gibt, der einen
besseren kompetitiven Faktor als r* erreicht. Dazu ist es wieder wichtig, dass sich die
einzelnen Wiederholungen nicht beeinflussen. Dies ist hier der Fall, da jede Sequenz X,
mit einem Schritt mit Preis ¢ und Verbrauch 1 abschliefit. Es ist nicht schwer, zu
argumentieren, dass wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen kénnen,
dass der Algorithmus A nach einem solchen Schritt ein leeres Lager hat. Das bedeutet,
dass jede Wiederholung mit einem leeren Lager startet und wir deshalb die obige
Analyse auf jede Wiederholung anwenden kénnen.

Nattrlich muss Algorithmus A nicht in jeder Wiederholung dieselbe Lagerfunktion f
zugrunde liegen. Dies ist aber kein Problem, da wir gezeigt haben, dass wir fiir jede
Lagerfunktion f eine schlechte Sequenz %, finden kénnen. Der Rest des Argumentes
ist komplett analog zu dem Beweis von Theorem [5.10} O

Die folgende Abbildung zeigt von unten nach oben die Funktionen ‘/?1 , 7" () und /.

N

1 20 40 60 80 100

Man kann zeigen, dass

fir alle ¢ > 1 gilt.

5.2.3 Algorithmen mit fester Lagerfunktion

Wir haben im Beweis von Theorem einen Drohungs-Algorithmus fiir Sequenzen
der Form X, benutzt, um eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor jedes
Online-Algorithmus fiir das Economical-Caching-Problem zu zeigen. Dies legt die Ver-
mutung nahe, dass genauso wie beim One-Way-Trading der Drohungs-Algorithmus
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optimal ist und genau den kompetitiven Faktor r* aus dem Theorem erreicht. Tat-
sachlich ist dies auch fiir alle Eingaben, die aus beliebig vielen Sequenzen der Form 3,
zusammengesetzt sind, der Fall. Dies folgt direkt aus dem Beweis von Theorem [5.12
Wie sieht es aber mit beliebigen Eingaben aus, die anders aufgebaut sind als die Se-
quenzen ¥,7

Wir betrachten allgemein die Klasse derjenigen Algorithmen, die auf einer statischen
Lagerfunktion basieren. Jeder Algorithmus dieser Klasse ist durch eine Lagerfunkti-
on f : [1,¢] — [0,1] beschrieben, die zu jedem Preis p € [1,¢] den gewtinschten
Lagerbestand f(p) angibt. Zu jeder solchen Funktion f gibt es einen Algorithmus Ay,
der in jedem Schritt mit Preis p soviel kauft, dass sein Lagerbestand nach dem Schritt
dem Wert f(p) moglichst nahe ist. Formal kénnen wir den Betrag x;, den Algorith-
mus A in Schritt ¢ kauft, als

o= ot F) = L alls f(p) > L = v
"o falls f(p:) < LY, — v,

beschreiben. Mit dieser Notation gilt A* = A, fiir die Lagerfunktion, die wir im Be-
weis von Theorem definiert haben. Auch der Algorithmus RPA, den wir in Ab-
schnitt untersucht haben, fallt in diese Kategorie. Er entspricht dem Algorith-
mus Ay fir die Lagerfunktion

0 falls p> /.

Wir zeigen nun, dass kein Algorithmus mit einer festen Lagerfunktion besser als /ip-
kompetitiv ist. Das bedeutet insbesondere, dass der Algorithmus A* im Allgemeinen
nicht besser als der Algorithmus RPA ist.

fp) = {1 falls p < /3,

Theorem 5.13. Jeder Algorithmus Ay mit einer festen Lagerfunktion f : [1,¢] —
[0, 1] ist nicht besser als \/@-kompetitiv.

Beweis. Zunachst beschranken wir unsere Betrachtung auf monoton fallende Funk-
tionen f. Der Leser iiberlege sich als Ubung, dass wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit davon ausgehen kénnen, dass f(1) = 1 und f(p) = 0 gilt. Sei f eine
beliebige Funktion mit diesen Eigenschaften und sei A; der zugehdrige Algorithmus.
Wir konstruieren nun eine Eingabe o, auf der Ay nicht besser als ,/p-kompetitiv ist.
Die Eingabe beginnt zunéchst mit einer Sequenz ¥, die 3] aus dem Beweis von Theo-
rem [5.12] dhnelt. In der Sequenz ¥ sinkt der Preis monoton von ¢ auf 1 und in keinem
der Schritte tritt Verbrauch auf. Dies konnen wir uns wieder kontinuierlich oder mit
einem beliebig kleinen ¢ > 0 diskretisiert vorstellen. Wir haben in dem Beweis von
Theorem argumentiert, dass die Kosten von Algorithmus A auf dieser Sequenz
genau

q:zl—i—/l@f(x)dx

betragen. Gilt ¢ > /i, so ist der Algorithmus Ay auf der Sequenz, die aus X' und
einem weiteren Schritt mit Preis ¢ und Verbrauch 1 besteht, nicht besser als strikt

\/p-kompetitiv.
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Interessant ist also nur noch der Fall ¢ < V- In diesem Fall héngen wir an die
Sequenz X' eine Sequenz Y an. In dieser Sequenz steigt der Preis monoton von 1 auf ¢
und in jedem Schritt wird gerade soviel verbraucht, dass der Algorithmus A; wahrend
der Sequenz " nichts kauft und sukzessive sein Lager leert. Formal entspricht X" der
Sequenz

( 1+e¢ )( 1+ 2¢ )( p—¢ )( %) )
f(O) = f(1+e))\f(1+e) = f(1+2¢) flo—=2e)=flp—e))\flp—¢))

Man iiberlegt sich leicht, dass diese Sequenz wirklich die gewiinschten Eigenschaften
besitzt, dass Algorithmus A; wéhrend ¥’ nichts kauft und am Ende ein leeres Lager
besitzt. Wir schlielen die Sequenz o durch einen letzten Schritt mit Preis ¢ und
Verbrauch 1 ab. Es gilt also

— Z/ E” 80 )

Da Algorithmus A; im letzten Schritt den kompletten Verbrauch zum Preis von ¢
decken muss, folgt
Ca,(0) =q+ .

Um nun die Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus nach oben abzuschétzen, be-
trachten wir einen Algorithmus A’, der in allen Schritten von ¥ bis auf den letzten
nichts kauft und der im letzten Schritt von ' zu einem Preis von 1 das Lager komplett
filllt. Wahrend der Sequenz ¥” kauft dieser Algorithmus in jedem Schritt genau den
aktuellen Verbrauch. Er hat also am Ende der Sequenz " ein volles Lager und kann
im letzten Schritt den Verbrauch komplett aus dem Lager decken, ohne etwas kaufen
zu missen. Mit der Anschauung, die auch Abbildung zugrunde liegt, erhalt man
fiir die Kosten dieses Algorithmus

©
OPT(0) < Cu(o) =1+ (1 +/ f(z) dw) =1+gq.
1
Wegen ¢ < /¢ gilt somit insgesamt

CAf(U) > q+¢ > \/@_{'90:\/6
OPT(c) — ¢+1 ~ Jo+1 '

Damit ist gezeigt, dass der Algorithmus Ay fiir keine Wahl von f besser als strikt
V/p-kompetitiv ist. Wieder kénnen wir die Sequenz beliebig oft wiederholen, um zu
zeigen, dass es keinen Algorithmus Ay gibt, der besser als ,/p-kompetitiv ist. Auch
dies gilt nur, weil wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen kénnen,
dass der Algorithmus Ay nach der Sequenz o ein leeres Lager besitzt.

Bislang sind wir davon ausgegangen, dass f monoton fallend ist. Liegt dem Algorith-
mus Ay eine Lagerfunktion zugrunde, die nicht monoton ist, so kénnen wir sie durch
die monoton fallende Funktion

[ (@) =sup{f(y) |y > =}

ersetzen. Auf der Sequenz ¥’ verhalten sich die Algorithmen Ay und Ay identisch.
Konstruieren wir dann die Sequenz X" gemafl der Funktion f*, so tibertragt sich die
obige Analyse. Es ist eine Ubung fiir den Leser, die Details auszuarbeiten. O
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5.2.4 Ein optimaler Online-Algorithmus

In diesem Abschnitt lernen wir den optimalen Online-Algorithmus Threat kennen, der
auf allen Eingaben einen kompetitiven Faktor von r* erreicht. Es handelt sich dabei
um einen Drohungs-Algorithmus, der stets davon ausgeht, dass nach dem aktuellen
Schritt nur noch ein Schritt mit Preis ¢ und Verbrauch 1 kommt. Der Algorithmus
kauft in jedem Schritt so wenig wie notig, um zu garantieren, dass er r*-kompetitiv ist,
falls diese Drohung eintritt. Auf den ersten Blick erinnert das an den Algorithmus A*
aus dem Beweis von Theorem [5.12]und tatséchlich verhalt sich der Algorithmus Threat
auf Sequenzen der Form ¥, genauso wie der Algorithmus A*.

Optimaler Offline-Algorithmus

Um das Verhalten auf anderen Sequenzen definieren zu konnen, ist es zunédchst wichtig,
eine Beschreibung fiir die Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus auf dem bisher

gesehenen Teil der Eingabe zu finden. Sei 0 = (07, ..., 0,) eine beliebige Eingabe. Fur
jedesi € {1,...,n} definieren wir eine Funktion h; : [0, ¢] — [0, 1]. Fiir die Funktion h;
betrachten wir eine kostengtinstigste Losung, die Anfragen oy, ..., 0; zu bedienen und

danach ein komplett volles Lager zu besitzen. Wir beschreiben mit der Funktion A;, zu
welchen Preisen der Lagerbestand, der am Ende vorhanden ist, gekauft wurde. Dabei
gibt 1 —h;(z) fur jedes x € [1, ¢] den Anteil des Lagerbestandes an, der zu einem Preis
von x oder besser gekauft wurde.

Um dies zu formalisieren, definieren wir eine Funktion hy : [0, ¢] — [0, 1] mit ho(z) =1
fir x < ¢ und ho(p) = 0. Wir geben nun eine Konstruktionsvorschrift von h; an,
wenn h; 1 bekannt ist. Diese folgt zwei Regeln.

1. Der aktuelle Verbrauch wird stets zu den bestmoéglichen Konditionen bedient,
d.h. wenn wir auf das Lager zuriickgreifen, um den Verbrauch oder einen ge-
wissen Anteil zu bedienen, so nehmen wir den Bestand, der am giinstigsten
eingekauft wurde.

2. Wenn Bestand im Lager vorhanden ist, der zu einem hoheren Preis als dem
aktuellen Preis p; gekauft wurde, so wird er entfernt und in diesem Schritt zum
Preis p; ersetzt. Das bedeutet, dass nachtraglich die Entscheidung riickgéngig
gemacht wird, den Bestand in einem der vorangegangenen Schritte zu kaufen.
Dies ist nur moglich, da wir einen Offline-Algorithmus beschreiben.

Eine Konstruktionsvorschrift, die beide Regeln berticksichtigt, erhalt man fir z € [0, ¢
durch

() = minlhic (o) +oi 1} falls o <
0 falls x > p;.
Diese Definition ist in den Abbildungen und veranschaulicht.

Unter der Annahme, dass der aktuelle Verbrauch immer zu den bestmoglichen Kondi-
tionen bedient wird, entsprechen die Kosten, die dem optimalen Offline-Algorithmus
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Abbildung 5.3: Konstruktion von h; im Fall v; > 0.

in Schritt ¢ anfallen, um den Verbrauch v; zu decken, intuitiv dem Flacheninhalt des
grauen Bereichs in Abbildung Deshalb definieren wir
Pi
CZ' = / max{hi,l(x) +v; — 1, O} dz.
0

Lemma 5.14. Die Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus auf der Eingabe o
entsprechen der Summe . | C;.

Wir werden dieses Lemma nicht beweisen, da der Beweis relativ technisch ist. Die
wesentliche Idee ist es, induktiv nachzuweisen, dass

. ¢ ©
A, = (ZC}) + /0 max{h;(z) +y — 1,0} dz
j=1
fir jedes @ und jedes y € [0, 1] die Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus angibt,

der die Anfragen oy, ...,0; abarbeitet und danach einen Lagerbestand von genau y
besitzt. Ist diese Eigenschaft gezeigt, so folgt das Lemma direkt, denn

OPT(0) = A? = 3" C; + /‘p max{h,(z) — 1,0} dz = 3 C.
j=1 0 j=1

Drohungs-Algorithmus

Jede Funktion h; basiert nur auf den Schritten oy, ..., ;. Das heifit, der Drohungs-
Algorithmus Threat darf in Schritt o; auf die Funktionen h; mit j < ¢ zurtickgreifen.
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Der Algorithmus Threat kauft in Schritt ¢; mit Preis p; und Verbrauch v; genau

/T hy _h.
romv e [ @ )

Mit einigen Rechnungen kann man nachweisen, dass x; stets eine giiltige Entscheidung
ist, d. h. dass in keinem Schritt der Lagerbestand unter 0 sinkt oder tiber 1 steigt.

Um die Wahl von x; zu begriinden, vergleichen wir die angedrohten Eingaben 3; | =
(01, e, O, (‘f)) und X; = (01, ., 0y, (f)) Der Einfachheit halber beschranken wir
uns auf den Fall, dass p; < ¢/r* gilt. In diesem Fall kann man nachweisen, dass fur
das gewahlte z;

CThreat(Zi) - CThreat(Eifl) =Di T + @ - (L;[;h{eat — L;I‘hreat)
/r
<rr (Ci + /w hi(x) = hi—1(z) dx)
0

gilt. Daraus folgt mit Lemma [5.14] dass der Algorithmus Threat einen kompetitiven
Faktor von r* erreicht, denn

CThreat(En) = Z <CThreat(Ei) - CThreat(Ei—1)> + CThreat(ZO)

i=1

< ; (T* . (Ci + /OWT* hi(x) — hi_1(x) dx)) + ¢

/r

n ¢
:7’*~ZCi+T*-/O hp(x) — ho(x) dx + ¢
i=1
* u * W/T*
=7 > Ci+r -/0 hp(x) — 1dz + ¢
i=1
<Y City
i=1
=7r*-OPT (o) + ¢.

Da die Kosten von Threat auf der Eingabe ¢ nicht grofler sind als die auf der Einga-
be ¥, erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 5.15. Der Algorithmus Threat erreicht einen kompetitiven Faktor von r*
fiir das Economical-Caching-Problem.

Den vollstandigen Beweis dieses Theorems werden wir in der Vorlesung nicht bespre-
chen, da er relativ technisch ist.



Kapitel

Scheduling

Scheduling ist ein wichtiges Problem in der Informatik, bei dem es darum geht, Pro-
zessen Ressourcen zuzuteilen. In dem Modell, das wir betrachten, ist eine Menge
J =A{1,...,n} von Jobs oder Prozessen gegeben, die auf eine Menge M = {1,...,m}
von Maschinen oder Prozessoren verteilt werden muss. Jeder Job j € J besitzt dabei
eine Groffe p; € Ryo und jede Maschine ¢ € M hat eine Geschwindigkeit s; € R.
Wird ein Job j € J auf einer Maschine i € M ausgefiihrt, so werden dafiir p;/s; Zeit-
einheiten benotigt. Ein Schedule w : J — M ist eine Abbildung, die jedem Job eine
Maschine zuweist, auf der er ausgefithrt wird. Wir bezeichnen mit L;(7) die Ausfiih-
rungszeit von Maschine ¢ € M in Schedule 7, d. h.

2jerm(i)=iPi
S;

Li(m) =

Der Makespan C(m) eines Schedules entspricht der Ausfithrungszeit derjenigen Ma-
schine, die am langsten bendétigt, die ihr zugewiesenen Jobs abzuarbeiten, d. h.

C(m) = max L;(m).

ieM
Wir betrachten den Makespan als Zielfunktion, die es zu minimieren gilt.

In der Online-Variante dieses Problems werden die Jobs nacheinander prasentiert, und
sobald ein neuer Job prasentiert wird, muss unwiderruflich entschieden werden, auf
welcher Maschine er ausgefithrt wird. Ein Online-Algorithmus kennt also von Anfang
an die Menge M der Maschinen und die zugehorigen Geschwindigkeiten. Die Groflen
p1, P2, - .. werden nach und nach préasentiert und er muss Job j auf einer Maschine
platzieren, sobald er die Grofie p; erfahrt, ohne zu wissen wie die Grofien pji1, pjto, . .-
aussehen und wie viele Jobs noch kommen. Ein einmal platzierter Job kann nachtrag-
lich nicht mehr einer anderen Maschine zugewiesen werden.

Wir betrachten im Folgenden zunéchst den Spezialfall Online-Scheduling mit identi-
schen Maschinen. In diesem Spezialfall haben alle Maschinen ¢ € M die Geschwindig-
keit s; = 1. Danach betrachten wir den Fall mit allgemeinen Geschwindigkeiten, den
wir einfach als Online-Scheduling bezeichnen werden.

93
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6.1 Identische Maschinen

Haben alle Maschinen die gleiche Geschwindigkeit, so erscheint es natiirlich, jeden neu-
en Job der Maschine zuzuweisen, die momentan die kleinste Ausfithrungszeit besitzt.
Diesen Greedy-Algorithmus nennen wir LEAST-LOADED-Algorithmus.

Theorem 6.1. Der LEAST-LOADED-Algorithmus ist fiir Online-Scheduling mit iden-
tischen Maschinen strikt (2 — 1/m)-kompetitiv.

Beweis. Sei eine beliebige Eingabe fiir Online-Scheduling mit identischen Maschinen
gegeben. Wie immer bei Approximations- und Online-Algorithmen beruht der Beweis
auf einer unteren Schranke fiir den Makespan des optimalen Schedules 7*. In diesem
Fall haben wir sogar zwei untere Schranken:

1
N> =3 p, ) > N
C(r*) > mjejpj und C(m*) > I?g]Xp]

Die erste Schranke basiert auf der Beobachtung, dass die durchschnittliche Ausfiih-
rungszeit der Maschinen in jedem Schedule gleich % > jes pj ist. Deshalb muss es in
jedem Schedule (also auch in 7*) eine Maschine geben, deren Ausfiihrungszeit mindes-
tens diesem Durchschnitt entspricht. Die zweite Schranke basiert auf der Beobachtung,
dass die Maschine, der der grofite Job zugewiesen ist, eine Ausfithrungszeit von min-
destens max;c s p; besitzt.

Wir betrachten nun den Schedule 7, den der LEAST-LOADED-Algorithmus berechnet.
In diesem Schedule sei ¢ € M eine Maschine mit grofiter Ausfithrungszeit. Es gilt
also C(m) = L;(m). Es sei j € J der Job, der als letztes Maschine ¢ hinzugefiigt
wurde. Zu dem Zeitpunkt, zu dem diese Zuweisung erfolgt ist, war Maschine ¢ die
Maschine mit der kleinsten Ausfiihrungszeit. Die Jobs 1, ..., j—1 waren bereits verteilt
und dementsprechend muss es eine Maschine gegeben haben, deren Ausfithrungszeit
hochstens dem Durchschnitt % S pr, entsprach. Wir kénnen den Makespan von 7
nun wie folgt abschatzen:

1 (=2 1
C(m) = Li(m) < — [ D ma +pj§( > pk) +p;

M \k=1 M \ke\{j}

1 1
= %pk +<1—m>pj
_1 5 +<1_ 1)
_E kejpk E 'Tilg«}pk

1 1

< * T *\ R *
_C(w)+<1 m)cxw (2 m) C(r),

wobei wir die beiden oben angegebenen unteren Schranken fiir C'(7*) benutzt haben.
O
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Das folgende Beispiel zeigt, dass der LEAST-LOADED-Algorithmus im Worst-Case
nicht besser als (2 — 1/m)-kompetitiv ist.

Untere Schranke fiir den LEAST-LOADED-Algorithmus

Sei eine Anzahl m an Maschinen vorgegeben. Wir betrachten eine Instanz mit n =
m(m — 1) + 1 vielen Jobs. Die ersten m(m — 1) Jobs haben jeweils eine Grofie
von 1 und der letzte Job hat eine Groflie von m. Der optimale Offline-Algorithmus
verteilt die ersten m(m — 1) Jobs gleichméafiig auf den Maschinen 1,...,m — 1
und platziert den letzten Job auf Maschine m. Dann haben alle Maschinen eine
Ausfiithrungszeit von genau m. Der LEAST-LOADED-Algorithmus hingegen verteilt
die ersten m(m — 1) Jobs gleichméafig auf den Maschinen 1,...,m und platziert
den letzten Job auf einer beliebigen Maschine i. Diese Maschine hat dann eine
Ausfithrungszeit von (m — 1) +m = 2m — 1. Es gilt

Damit ist gezeigt, dass der LEAST-LOADED-Algorithmus im Allgemeinen keinen
besseren strikten kompetitiven Faktor als 2 — 1/m erreicht.

Es ist bekannt, dass der LEAST-LOADED-Algorithmus fiir m = 2 und m = 3 der opti-
male Online-Algorithmus ist. Fiir mehr als drei Maschinen ist das aber nicht mehr der
Fall. So gibt es beispielsweise fiir den Fall m = 4 einen Algorithmus, der einen kompe-
titiven Faktor von 1,7333 < 2—1/4 erreicht. Aulerdem gibt es einen Algorithmus, der
fiir jedes m einen kompetitiven Faktor von 1,9201 erreicht, und man weif}, dass kein
deterministischer Online-Algorithmus existiert, der fiir alle m einen Faktor besser als
1,88 erreicht. Auch dieses einfache Scheduling-Problem ist also noch nicht vollstandig
gelost, und es ist nicht klar, ob es fiir allgemeine m einen besseren Online-Algorithmus
als den o.g. 1,9201-kompetitiven gibt. Der interessierte Leser sei fiir weitere Details
auf die Ubersichtsartikel von Jiri Sgall [21] und Yossi Azar [2] verwiesen.

Da der LEAST-LOADED-Algorithmus und der o.g. 1,9201-kompetitive Algorithmus
effizient sind, handelt es sich insbesondere um Approximationsalgorithmen fir die
Offline-Variante des Scheduling-Problems mit identischen Maschinen. Diese Offline-
Variante ist NP-schwer, was durch eine einfache Reduktion von PARTITION gezeigt
werden kann. Somit liegt die Frage nahe, ob es effiziente Offline-Algorithmen gibt, die
einen besseren Approximationsfaktor als 1,9201 erreichen. Wir beantworten diese Frage
positiv und betrachten einen einfachen Offline-Algorithmus, der eine %—Approximation
erreicht.

LONGEST-PROCESSING-TIME (LPT)

1. Sortiere die Jobs so, dass p1 > py > ... > p, gilt.

2. Fithre den LEAST-LOADED-Algorithmus auf den so sortierten Jobs aus.

Es ist klar, dass der LPT-Algorithmus kein Online-Algorithmus ist, da er zunéchst
alle Jobs kennen muss, um sie beziiglich ihrer Grofle zu sortieren. Diese Sortierung
verbessert den Approximationsfaktor allerdings deutlich.
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Theorem 6.2. Der LONGEST-PROCESSING-TIME-Algorithmus ist ein %—Approm’ma-
tionsalgorithmus fir Scheduling mit identischen Maschinen.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, es gibe eine Eingabe
mit m Maschinen und n Jobs mit Groflen p; > ... > p,, auf der der LPT-Algorithmus
einen Schedule 7 berechnet, dessen Makespan mehr als %—mal so grof ist wie der
Makespan des optimalen Schedules 7*. Auflerdem gehen wir davon aus, dass wir eine
Instanz mit der kleinstmoglichen Anzahl an Jobs gewédhlt haben, auf der der LPT-
Algorithmus keine %—Approximation liefert.

Es sei nun ¢ € M eine Maschine, die in Schedule 7 die grofite Ausfithrungszeit besitzt,
und es sei j € J der letzte Job, der vom LPT-Algorithmus Maschine ¢ zugewiesen
wird. Es gilt j = n, da ansonsten pi,...,p; eine Eingabe mit weniger Jobs ist, auf
der der LPT-Algorithmus keine %—Approximation liefert. Genauso wie im Beweis von
Theorem kénnen wir argumentieren, dass es zum Zeitpunkt der Zuweisung von
Job n eine Maschine mit Ausfithrungszeit héchstens % (Z’,}fl pk> < OPT(o) gibt. Da

wir Job n der Maschine ¢ mit der bisher kleinsten Ausfihrungszeit zuweisen, gilt

C(m) = Li(m) < 1 <7§pk> + pn < OPT(0) + py.

mo\;=

Der Makespan von 7 kann also nur dann gréfler als 40PT(0)/3 sein, wenn p, >
OPT(0)/3 gilt. Wegen der Sortierung der Jobs gilt p; > ... > p, und somit gilt
p; > OPT(0)/3 dann fiir alle Jobs j € J.

Das bedeutet, dass in jedem optimalen Schedule jeder Maschine hochstens zwei Jobs
zugewiesen sein konnen. Fiir Eingaben, die diese Bedingung erfiillen, gilt insbesondere
n < 2m und man kann einen optimalen Schedule explizit angeben:

o Jeder Job j € {1,...,min{n,m}} wird Maschine j zugewiesen.

o Jeder Job j € {m+1,...,n} wird Maschine 2m — j + 1 zugewiesen.

Dieser Schedule ist in folgender Abbildung dargestellt. Den einfachen Beweis, dass

Ausfithrungszeiten
OPT(o)F--------- e i
] — Ipd |pu ] —
%OPT(U)—————————— -E=F+-E-F-F-F-F-F----
P10 1 po
— bs
%OPT(O’)77——77——77——77——**——**——**7 77777
b1 b2 Pp3 y2 D5 Ps b7
>
1 2 3 4 5 6 7  Maschinen

dies wirklich ein optimaler Schedule ist, falls alle Jobs echt grofler als %OPT(O‘) sind,
iiberlassen wir dem Leser.
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Wir zeigen nun, dass der optimale Schedule, den wir gerade beschrieben haben, dem
Schedule entspricht, den der LPT-Algorithmus berechnet: Zunéchst ist klar, dass die
ersten min{n, m} Jobs jeweils einer eigenen Maschine zugewiesen werden, und wir
deshalb ohne Beschrénkung der Allgemeinheit davon ausgehen koénnen, dass jeder

Job j € {1,...,min{n,m}} Maschine j zugewiesen wird. Wir betrachten nun die
Zuweisung eines Jobs j € {m+1,...,n} und gehen induktiv davon aus, dass die Jobs
aus {1,...,7 — 1} bereits so wie im oben beschriebenen optimalen Schedule zugewie-

sen wurden. Fiir eine Maschine ¢ € M bezeichnen wir mit L; die Ausfithrungszeit,
die durch die bisher zugewiesenen Jobs verursacht wird. Im optimalen Schedule wird
Job j Maschine 2m — j + 1 zugewiesen. Deshalb gilt Ly,,_;11 + p; < OPT(0). Ferner
gilt Ly > Ly > ... > Loy,_j+1. Alle Maschinen i € {2m — j +2,...,m} haben bereits
zwei Jobs zugewiesen. Da alle Jobs grofier als %OPT(O‘) sind, folgt fiir diese Maschinen
Li+p; > OPT(o) und damit L; > Lo,,—j11. Damit ist gezeigt, dass Maschine 2m—j+1
bei der Zuweisung von Job j tatsachlich eine Maschine mit kleinster Ausfithrungszeit
ist.

Damit haben wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass der LPT-Algorithmus auf
der gegebenen Eingabe keine %—Approximation berechnet. Wir haben gezeigt, dass der
LPT-Algorithmus auf Eingaben, in denen alle Jobs echt grofier als $OPT (o) sind, den
optimalen Schedule berechnet. Fiir alle anderen Eingaben haben wir bewiesen, dass
der LPT-Algorithmus eine %-Approximation berechnet. O

Ist der LPT-Algorithmus der bestmdogliche Approximationsalgorithmus fiir das Sched-
uling-Problem mit identischen Maschinen? Die Antwort auf diese Frage lautet nein,
denn es gibt ein polynomielles Approximationsschema fir dieses Problem, d.h. man
kann den optimalen Schedule in polynomieller Zeit beliebig gut approximieren.

6.2 Maschinen mit Geschwindigkeiten

Wir betrachten nun den Fall, dass die Maschinen verschiedene Geschwindigkeiten ha-
ben kénnen. Als erstes betrachten wir wieder einen Greedy-Algorithmus a la LEAST-
LOADED. Es gibt zwei Varianten dieses Algorithmus. Wird ein neuer Job préisentiert,
so weisen wir ihn entweder der Maschine zu, die derzeit die kleinste Ausfithrungs-
zeit besitzt, oder der Maschine, die nach der Zuweisung des neuen Jobs die kleinste
Ausfiihrungszeit besitzt.

Bei identischen Maschinen sind diese beiden Alternativen dquivalent, bei Maschinen
mit verschiedenen Geschwindigkeiten sind sie es nicht mehr, wie das folgende einfache
Beispiel zeigt. Sei s; = 3, so = 1, p1 = po = 3 und sei der erste Jobs bereits Maschine 1
zugewiesen. Dann hat Maschine 2 derzeit die kleinste Ausfithrungszeit (0 statt 1), Ma-
schine 1 hat jedoch nach der Zuweisung des neuen Jobs die kleinste Ausfiihrungszeit (2
statt 3). Dieses Beispiel zeigt auch direkt, dass die erste Alternative, nur die derzeitige
Ausfithrungszeit zu berticksichtigen, wenig sinnvoll ist. Wir hitten die erste Maschine
in diesem Beispiel beliebig viel schneller machen konnen als die zweite und somit hatte
der Algorithmus eine beliebig schlechte Losung geliefert.
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Es besteht also nur die Hoffnung, dass der Greedy-Algorithmus, der die Ausfithrungs-
zeit nach der Zuweisung des neuen Jobs betrachtet, einen endlichen kompetitiven Fak-
tor erreicht. Man kann jedoch zeigen, dass der kompetitive Faktor dieses Algorithmus
nur O(logm) betragt.

Wir lernen jetzt einen Algorithmus mit einem konstanten kompetitiven Faktor kennen.
Um diesen zu beschreiben, betrachten wir zunéchst einen mit a € R parametrisierten
Online-Algorithmus SLOWFIT(«), der auf allen Eingaben ¢ mit OPT(0) < « einen
Schedule 7 mit C'(7) < 2a berechnet. Wére uns bei einer Eingabe o also bereits von
Anfang an der Makespan OPT(o) des optimalen Schedules bekannt, so kénnten wir
entsprechend den Algorithmus SLOWFIT(OPT(¢)) ausfithren und wiirden so einen 2-
kompetitiven Online-Algorithmus erhalten. Das Problem ist aber natiirlich, dass wir
zu Beginn nicht wissen, wie grof OPT(c) tatsichlich ist. Bevor wir dieses Problem
l6sen, stellen wir zunéchst den Algorithmus SLOWF1T () vor.

SLOWFIT(«)

Wird ein neuer Job j € J der Grofle p; présentiert, so weise ihn der langsamsten
Maschine ¢ € M zu, die nach der Zuweisung von Job j eine Ausfithrungszeit von
hochstens 2a besitzt. Falls keine solche Maschine existiert, gib eine Fehlermeldung
aus.

Um diesen Algorithmus formaler zu beschreiben, gehen wir davon aus, dass die Maschi-
nen aufsteigend geméafl ihrer Geschwindigkeiten sortiert sind, d. h. s; < 5o < ... < sp,.
Fir j € J bezeichnen wir den (partiellen) Schedule, den SLOWF1T(«) fiir die Jobs
1,...,7 berechnet, mit m;. Fir ¢ € M und j € J bezeichnet L;(7;) dann entspre-
chend die Ausfithrungszeit von Maschine i zu dem Zeitpunkt, zu dem die Jobs 1,...,j
zugewiesen sind. Der Algorithmus SLOWFIT(«) weist einen Job j € J der Maschine

min{i € M | L;(m;—1) + p;/si < 2a}
zZu.

Lemma 6.3. Es sei a € Ryq beliebig und o sei eine beliebige Eingabe fiir Online-
Scheduling mit OPT(0) < . Dann gibt der Algorithmus SLOWFIT(«) auf der Einga-
be o keine Fehlermeldung aus und berechnet einen Schedule m mit C(m) < 2.

Beweis. Falls SLOWF1T(«r) keine Fehlermeldung ausgibt, so berechnet er per Defini-
tion einen Schedule 7 mit C'(7) < 2. Somit miissen wir nur zeigen, dass er auf der
Eingabe o keine Fehlermeldung ausgibt. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und
gehen davon aus, dass die Eingabe o aus n Jobs mit Groflen pq, ..., p, besteht und
dass die Fehlermeldung erst beim letzten Job n ausgegeben wird. Dies konnen wir oh-
ne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, denn wird die Fehlermeldung bereits
frither ausgegeben, so konnen wir die nachfolgenden Jobs einfach aus der Eingabe o
entfernen.

Zunéachst halten wir fest, dass L;(m,—1) > OPT(0) nicht fir alle Maschinen i € M
gelten kann, denn ansonsten ware

7'1221])]. = (i Li(mp-1)) > D _ (s - OPT(0)) = > (s; - Li(7)) = Zn:lpj’

€M €M €M
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wobei 7* einen optimalen Schedule bezeichnet. Bei dieser Rechnung haben wir ausge-
nutzt, dass sich die Gesamtgrofle der Jobs, die Maschine ¢ in Schedule 7, _; zugewiesen
sind, als s; - L;(m,_1) schreiben lasst. AuBerdem haben wir ausgenutzt, dass die Ge-
samtgrofe der Jobs, die Maschine 7 in einem optimalen Schedule 7* zugewiesen sind,
nicht groBer als s; - OPT (o) sein kann.

Wir betrachten nun die schnellste Maschine f € M, fiir die Ly(m,—1) < OPT(0) gilt,
d.h.
f=max{i e M | Ly(m,—1) < OPT(0)}.

Da m die schnellste Maschine ist, muss f < m gelten. Denn wére L, (m,-1) < OPT(0),
dann ware

Ly (1) + pn/Sm < 2-OPT(0) < 2

und somit hatte SLOWFIT(a) keine Fehlermeldung ausgegeben. Wir haben bei dieser
Ungleichung ausgenutzt, dass p, /s, eine untere Schranke fir OPT (o) ist, da m die
schnellste Maschine ist.

Wir setzen I' = {i € M | i > f}. Dann haben alle Maschinen in I" im Schedule ,,_;
eine Ausfithrungszeit grofer als OPT(o). Wegen f < m gilt auerdem T' # (). Diese
Notationen und Definitionen sind in Abbildung noch einmal dargestellt.

A
Ausfiihrungszeiten —
L'i(7rn—1)
OPTHH Il
1 2 3 f=4 5 6 7 Maschine;
A
T

Abbildung 6.1: Hlustration der Definitionen im Beweis von Lemma .

Die Gesamtgrofe aller Jobs, die in Schedule 7, 1 Maschinen aus I' zugewiesen sind,

betragt

> (si - Li(mn-1)) > > _(s; - OPT(o

el el
Die rechte Seite dieser Ungleichung ist eine obere Schranke fiir die Gesamtgrofie der
Jobs, die in einem optimalen Schedule Maschinen aus I' zugewiesen sind. Somit muss
es einen Job j € J\ {n} mit m,_1(j) € I' geben, der in einem optimalen Schedule einer
Maschine ¢ ¢ T', also i < f, zugewiesen wird. Fiir diesen Job j und diese Maschine i
muss demnach p;/s; < OPT(o) gelten. Wegen ¢ < f und der Sortierung der Maschinen
gemdf ihrer Geschwindigkeiten muss somit auch p;/s; < OPT(o) gelten. Betrachten
wir nun den Zeitpunkt, zu dem Job j eingefiigt wurde. Zu diesem Zeitpunkt waren die
Jobs 1,...,j — 1 gemaf des partiellen Schedules 7;_; verteilt. Es gilt

Lf(ﬂ'j_l) +pj/sf S Lf(ﬂ'n_l) —|—pj/sf S OPT(U) + OPT(O‘) S 2ar.

Somit hétte zu diesem Zeitpunkt Job j Maschine f zugewiesen werden diirfen. Statt-
dessen wurde er aber einer Maschine i’ € T" zugewiesen. Wegen f < i’ ist dies ein
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Widerspruch zur Definition des Algorithmus. Damit ist gezeigt, dass der Algorithmus
auf der Eingabe o keine Fehlermeldung ausgibt. O]

Wir miissen nun die Frage kliren, wie wir den Algorithmus SLOWFIT(«) nutzen kén-
nen, ohne das richtige a zu kennen. Wir werden dazu einfach den Makespan der opti-
malen Losung schiatzen und unsere Schiatzung im Laufe des Algorithmus gegebenenfalls
anpassen. Wir fangen mit einer Schiatzung « an und jedes Mal, wenn SLOWF1T(«) eine
Fehlermeldung ausgibt, verdoppeln wir unsere Schatzung. Formal ist der Algorithmus
SLOWFIT wie folgt definiert.

SLowFIT

—_

. Setze g = p1/Sm.

2. Beginne mit Phase k£ = 0.

3. Fiir jeden Job j =1,...,n fiihre folgende Anweisungen durch:
4

Versuche, Job j mit SLOWFIT(a4) einer Maschine zuzuweisen.
Ignoriere dabei alle Jobs, die in fritheren Phasen zugewiesen wurden.

5. Gibt SLOWFIT(qy) keine Fehlermeldung aus, so iibernimm die Zuweisung.

6.  Ansonsten erhéhe k& um eins, setze ay, = 2Fag und gehe zuriick zu Schritt 4.

Theorem 6.4. Der Algorithmus SLOWFIT ist ein strikt 8-kompetitiver Algorithmus
fiir Online-Scheduling.

Beweis. Es sei o eine beliebige Eingabe, auf der der Algorithmus SLOWFIT die Phasen
0,1,...,h durchlduft. Wir bezeichnen mit o, die Teilsequenz der Jobs, die in Phase k
zugewiesen werden. Wir konnen mit Lemma [6.3] einen Riickschluss auf den Makespan
des optimalen Schedules ziehen. Gilt h = 0, so betragt der Makespan des Schedules 7,
den der Algorithmus berechnet, hochstens 2ay. Da o eine untere Schranke fiir OPT (o)
ist, liefert der Algorithmus in diesem Fall sogar eine 2-Approximation. Wir betrachten
nun den Fall A~ > 0. Dazu betrachten wir Phase A — 1 und den ersten Job j € J,
der zu Phase h gehort. Da in Phase h — 1 alle Jobs ignoriert werden, die bereits in
fritheren Phasen zugewiesen wurden, erzeugt der Algorithmus SLOWFIT(ay_1) geméaB
Lemma nur dann bei der Einfiigung von Job j eine Fehlermeldung, wenn fiir die
Teilsequenz oj,_17 (alle Jobs aus Phase h — 1 gefolgt von Job j) gilt

OPT(O’h_lj) > Op—1 = 2h_10z0.

Nun schitzen wir den Makespan des Schedules 7 ab, den der Algorithmus SLOWFIT
berechnet. Dazu betrachten wir alle Phasen & = 0,...,h und addieren jeweils den
Makespan auf, der durch die Jobs verursacht wird, die in Phase k zugewiesen werden.
Aus Lemma folgt, dass der Makespan, der durch die Jobs in Phase k verursacht
wird, hochstens 2q; betragt. Damit ergibt sich insgesamt

h h
C(r) <> 20, =2 2%ap = 22" — 1)ay < 2" qy,
k=0 k=0
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Damit ist gezeigt, dass
C(m) < 2"y =8-2"ay < 8- OPT(0},_1j) < 8- OPT(0)

gilt. O]

Der Algorithmus SLOWF'IT ist nicht der beste bekannte Online-Algorithmus fiir das
betrachtete Scheduling-Problem. Es ist ein Algorithmus bekannt, der einen kompetiti-
ven Faktor von 5,828 erreicht, und es ist bekannt, dass kein deterministischer Online-
Algorithmus existiert, der einen Faktor kleiner als 2,438 erreicht. Auch dieses grund-
legende Scheduling-Problem ist also noch nicht vollstandig gelost. Der interessierte
Leser sei fiir weitere Details wieder auf die Ubersichtsartikel von Jiri Sgall [21] und
Yossi Azar [2] verwiesen.



Das Online-Matching-Problem

Matching-Probleme sind ein klassisches Themengebiet der kombinatorischen Optimie-
rung. Ein Matching in einem Graphen G = (V| E) ist eine Teilmenge M C E der
Kanten, sodass keine zwei Kanten aus M einen gemeinsamen Endknoten besitzen.
Die Aufgabe besteht darin, ein maximales Matching, also ein Matching mit so vielen
Kanten wie moglich, zu finden. Fiir die Losung dieses Problems und vieler Problemva-
rianten, in denen die Kanten beispielsweise verschiedene Gewichte haben dirfen, sind
effiziente Algorithmen bekannt.

Wir betrachten in dieser Vorlesung das Online-Matching-Problem. Dabei konzentrieren
wir uns auf den Fall, dass die Eingabe aus einem bipartiten Graphen G = (V U U, F)
besteht. In einem solchen Graphen besitzt jede Kante jeweils einen Endknoten aus V'
und U. Wéhrend die Knoten aus V' einem Online-Algorithmus von vornherein bekannt
sind, werden die Knoten aus U Schritt fiir Schritt aufgedeckt. Sobald ein Knoten v € U
aufgedeckt wird, werden auch alle zu ihm inzidenten Kanten prasentiert. Ein Online-
Algorithmus startet mit einem leeren Matching M = () und muss direkt nach dem
Aufdecken eines Knotens u entscheiden, ob er dem aktuellen Matching M eine zu u
inzidente Kante hinzufiigt und wenn ja, welche. Dabei kénnen nur solche Kanten hinzu-
gefligt werden, die mit keiner bislang im Matching enthaltenen Kante einen Endknoten
teilen. Dies kann insbesondere dazu fiithren, dass dem aktuellen Matching keine Kante
hinzugefiigt werden darf. Fiigt der Algorithmus dem Matching die Kante (v, ) hinzu,
so sagen wir, dass die Knoten v und u einander zugewiesen werden.

Die Untersuchung des Online-Matching-Problems geht auf Karp, Vazirani und Vazirani
zurlick [11]. Die Présentation in diesem Kapitel beruht in Teilen auf einem Artikel von
Birnbaum und Mathieu [3].

7.1 Deterministische Algorithmen

Zunéchst gehen wir der Frage nach, wie gut das Online-Matching-Problem durch de-
terministische Algorithmen gelost werden kann. Dazu betrachten wir einen einfachen
Greedy-Algorithmus, der jeden ankommenden Knoten aus U einem beliebigen freien
Nachbarn aus V' zuweist, sofern ein solcher existiert.

102



7.1. Deterministische Algorithmen 103

Theorem 7.1. Jeder Greedy-Algorithmus, der nach dem oben beschriebenen Prinzip
arbeitet, ist strikt 2-kompetitiv fiir das Online-Matching-Problem.

Beweis. Jeder Greedy-Algorithmus berechnet ein nicht erweiterbares Matching M C
E. Dabei handelt es sich um ein Matching, dem keine Kante hinzugefiigt werden kann.
Formal heiit ein Matching M nicht erweiterbar, wenn M U {e} fir keine Kante e €
E\ M ein giiltiges Matching istE] Dies kann durch einen einfachen Widerspruchsbeweis
gezeigt werden: Angenommen, es gibe eine Kante e = (v,u) € E\ M mit v € V
und u € U, fir die M U {e} ein Matching ist. Dann besitzen die Knoten v und u in M
keine inzidenten Kanten. Insbesondere wurde der Knoten u bei seiner Ankunft vom
Greedy-Algorithmus keinem Knoten aus V' zugewiesen, obwohl der adjazente Knoten v
frei war. Dies ist ein Widerspruch zum Verhalten des Greedy-Algorithmus.

Zum Beweis des Theorems fehlt nun nur noch eine einfache Aussage aus der Gra-
phentheorie: Es sei M ein beliebiges nicht erweiterbares Matching und es sei M* ein
maximales Matching. Dann gilt |M*| < 2|M|. Wir bezeichnen mit V(M) C VU U
und V(M*) C V UU die Knoten, die in M bzw. M* eine inzidente Kante besitzen.
Es gilt dann |V(M)| = 2|M| und |V (M*)| = 2|M*|. AuBerdem besitzt fiir jede Kan-
te e € M™ mindestens einer der beiden Endknoten eine inzidente Kante in M, da
ansonsten M U {e} ein Matching wére. Demzufolge gilt |V (M)| > |M*|. Insgesamt
folgt damit

von

2 - 2
womit das Theorem bewiesen ist. ]

| M| =

Als néchstes zeigen wir, dass Greedy-Algorithmen optimale deterministische Online-
Algorithmen fiir das Online-Matching-Problem sind.

Theorem 7.2. Es gibt keinen deterministischen Online-Algorithmus fiir das Online-
Matching-Problem, der einen besseren kompetitiven Faktor als 2 erreicht.

Beweis. Es sei A ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus fiir das Online-
Matching-Problem. Wir betrachten zunéchst einen bipartiten Graphen G = (VUU, E)
mit jeweils zwei Knoten auf beiden Seiten. Sei also V' = {vy,v2} und U = {uy, us}.
Zunachst wird Knoten u; aufgedeckt, der sowohl zu v, als auch zu v, benachbart
ist. Da der Algorithmus A deterministisch ist, wird er beim Aufdecken von u; stets
dieselbe Entscheidung treffen. Entweder weist er den Knoten u; keinem Knoten zu
oder er weist ihn Knoten v; fiir ein i € {1, 2} zu.

Abhéngig von dem Verhalten des Algorithmus A koénnen wir die Nachbarschaft des
Knoten uy, wéihlen. Entscheidet A sich dazu, den Knoten u; keinem Knoten aus V' zuzu-
weisen, so besitzt uy keine inzidenten Kanten. Entscheidet A sich dazu, den Knoten u;
dem Knoten v; zuzuweisen, so besitzt us genau einen adjazenten Knoten, nédmlich
ebenfalls v;. Bezeichnen wir mit M das Matching, das Algorithmus A berechnet, und

'In englischen Texten werden maximale Matchings als mazimum matchings und nicht erweiterbare
Matchings als mazimal matchings bezeichnet.
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mit M* ein maximales Matching, so gilt im ersten Fall |[M| = 0 sowie |M*| = 1 und

M _ 1
REE RS

im zweiten Fall gilt |M| = 1 sowie |[M*| = 2. In jedem Falle gilt

Dies zeigt bereits, dass es keinen Algorithmus gibt, der einen strikt kompetitiven Faktor
kleiner als 2 erreicht. Um auch einen nicht strikt kompetitiven Faktor kleiner als 2 aus-
schlieflen zu konnen, konstruieren wir einen Graphen, der aus mehreren Wiederholun-
gen der obigen Konstruktion besteht. Sei dazu ¢ € N beliebig und sei V' = {vy, ..., vy}
und U = {uy,...,uy}. Der durch die Knoten {vo;_1,va;, ug;_1,us;} induzierte Teil-
graph ist fir jedes i € {1,...,¢} so konstruiert wie die oben beschriebe Eingabe.
Dabei kann sich der Algorithmus zwar auf jedem dieser Teilgraphen unterschiedlich
verhalten, wir haben aber bereits oben argumentiert, dass stets ||]\Aﬂ‘ < % gilt, wobei M
und M™* wieder das von Algorithmus A berechnete bzw. ein maximales Matching be-
zeichnen. Auflerdem gilt |M*| > ¢. Damit folgt das Theorem analog zu den unteren

Schranken aus Abschnitt [2.1.2] da wir ¢ beliebig grof§ wahlen kénnen. m

7.2 Randomisierte Algorithmen

Nachdem wir den optimalen kompetitiven Faktor fiir deterministische Algorithmen
beim Online-Matching-Problem im letzten Abschnitt exakt bestimmt haben, liegt nun
die Frage auf der Hand, ob randomisierte Algorithmen einen besseren kompetitiven
Faktor erreichen kénnen. Diese Frage werden wir positiv beantworten.

Wir bezeichnen mit RANDOM den randomisierten Greedy-Algorithmus, der bei dem
Aufdecken eines Knotens u € U uniform zuféillig einen Knoten v € V' aus der Menge
aller noch freien Nachbarn von u wéahlt und dann » und v einander zuweist. Da es

sich bei diesem Algorithmus um einen speziellen Greedy-Algorithmus handelt, folgt
aus Theorem dass RANDOM 2-kompetitiv ist.

Theorem 7.3. Es gibt keine Konstante r < 2, fir die der Algorithmus RANDOM
r-kompetitiv ist.

Beweis. Es sei n € N beliebig. Wir betrachten das Verhalten von RANDOM auf
dem Graphen G = (VUU,E) mit V = {vy,...,v9,} und U = {uy,...,us,}. Dabei
enthalte F fiir jedes i € {1,...,2n} die Kante (v;,u;) und fiir jedes ¢ € {1,...,n}
und jedes j € {n+1,...,2n} die Kante (v;,u;). Dieser Graph ist in der folgenden
Abbildung fiir n = 3 dargestellt.

Die Knoten aus U treffen nun in der Reihenfolge wuy, us, ... ein. Aus der Struktur des
Graphen und der Definition des Algorithmus folgt, dass RANDOM jedem Knoten wu;
mit ¢ € {1,...,n} einen Knoten aus V' zuweist, denn bei der Ankunft von w; ist insbe-
sondere v; noch frei. Wir bezeichnen mit p; die Wahrscheinlichkeit, dass die Knoten wu;
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und v; einander zugewiesen werden. Aulerdem bezeichnen wir mit X die Zufallsvaria-
ble, die angibt, fir wie viele ¢ € {1,...,n} die Knoten u; und v; einander zugewiesen
werden. Fiir das Matching M, das RANDOM berechnet, gilt |M| = n+ X, denn nach
der Ankunft der Knoten uy,...,u, enthilt die Menge {v,41,...,v9,} genau X freie
Knoten. Genau diese Knoten werden bei der Ankunft der Knoten w,1, ..., us, noch
zugewiesen.

Aufgrund der Linearitdt des Erwartungswertes gilt
M =n+BX]=n+ Y p

Wenn der Knoten w; fir i € {1,...,n} eintrifft, so sind mindestens n — (i — 1) der
Knoten v,11,...,v9, noch frei. Die Wahrscheinlichkeit p;, dass v; und wu; einander
zugewiesen werden, betragt also hochstens 1/(n — (i — 1) + 1). Demzufolge gilt

n

[S—Y
N\H

<lIn(n) +1,
i

n n 1 n+1
Sy ey =3

i=1 i (e s A, A |
wobei wir im letzten Schritt eine bekannte Abschétzung fiir die n-te harmonische Zahl
benutzt haben.

Seien nun r < 2 und 7 € R beliebige Konstanten. Der Graph G besitzt ein maximales
Matching mit 2n Kanten. Man rechnet leicht nach, dass fiir hinreichend grofie n € N die
Ungleichung - E[|M|]+7 < 2n gilt. Damit ist gezeigt, dass RANDOM fiir kein r < 2
einen kompetitiven Faktor von r erreicht. O

Wir betrachten nun den randomisierten Algorithmus RANKING, der als eine leichte
Abwandlung des Algorithmus RANDOM betrachtet werden kann und einen besseren
kompetitiven Faktor erreicht. Der Algorithmus RANKING wéhlt vor dem Eintreffen
des ersten Knotens aus U eine uniform zufillige Permutation o der Knoten aus V.
Kommt ein Knoten v; € V in dieser Permutation vor einem Knoten vy € V', so schrei-
ben wir o(v1) < o(v2) und sagen, dass v; einen kleineren Rang als vy hat. AnschlieBend
arbeitet RANKING deterministisch und weist jedem Knoten u € U bei dessen An-
kunft den Knoten aus V' zu, der unter allen noch freien Nachbarn von u den kleinsten
Rang hat, sofern der Knoten u iiberhaupt noch freie Nachbarn besitzt.

Wiirde man die Permutation ¢ bei jedem Eintreffen eines Knotens neu unabhéngig
zufillig wéhlen, so wiirden sich die Algorithmen RANDOM und RANKING identisch
verhalten, da in einer zufilligen Permutation jeder Nachbar des ankommenden Kno-
tens die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt, den kleinsten Rang zu haben. Der einzige
Unterschied zwischen RANDOM und RANKING besteht darin, dass durch die ein-
malige Wahl der Permutation die einzelnen Schritte von RANKING korreliert sind.
Wir werden nun beweisen, dass diese Korrelation dazu fiihrt, dass RANKING einen
besseren kompetitiven Faktor erreicht.

Theorem 7.4. Der Algorithmus RANKING ist auf Graphen, in denen das maximale
Matching die Gréfie n besitzt, strikt ﬁ—kompetitiv.
n+1
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Dieser kompetitive Faktor konvergiert fiir wachsendes n gegen e/(e — 1) &~ 1,582. Der
Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Zunéchst argumentieren wir, dass wir uns ohne
Beschrankung der Allgemeinheit auf Graphen beschrinken kénnen, die ein perfektes
Matching besitzen, also ein Matching, in dem jeder Knoten eine inzidente Kante be-
sitzt. In solchen Graphen G = (V U U, E) gilt |V| = |U| = |M*|, wobei M* ein
maximales Matching bezeichnet.

Dazu fithren wir zunéchst einige Begriffe und Notationen aus der Graphentheorie ein.
Fiir ein gegebenes Matching M bezeichnen wir einen Pfad P im Graphen G als M-
alternierenden Pfad, wenn er abwechselnd Kanten aus M und E\ M enthélt. Wir sagen,
dass zwei Matchings M und M’ sich um den M -alternierenden Pfad P unterscheiden,
wenn

M= (M\ P)U(P\ M)

gilt. Das bedeutet, M’ entsteht aus M dadurch, dass alle Kanten des Pfades P, die
zu M gehoren, geloscht werden und alle Kanten des Pfades P, die nicht zu M gehoren,
hinzugefiigt werden. Wir schreiben dann auch M’ = M & P. Ferner bezeichnen wir
im Folgenden fiir einen Graphen G = (V U U, E) und eine Permutation ¢ der Knoten
aus V mit RANKING(G, o) das Matching, das der Algorithmus RANKING auf dem
Graphen G fiir die Permutation o ausgibt.

Lemma 7.5. Es sei o eine beliebige Permutation der Menge V', x € V' UU ein beliebi-
ger Knoten und H der Graph, der aus G entsteht, indem der Knoten x und alle zu thm
inzidenten Kanten entfernt werden. Dann sind die Matchings M = RANKING(G, o)
und M' = RANKING(H, 0,) entweder identisch oder sie unterscheiden sich um einen
M -alternierenden Pfad P, der mindestens so viele Kanten aus M wie aus E \ M
enthdlt. Dabei bezeichne o, die Permutation, die o auf V' \ {x} durch Léschen von x
induziert (firx € U gilt 0 = 0,), und wir gehen davon aus, dass die Knoten aus U\{z}
in dem Graphen H in derselben Reihenfolge ankommen wie in G.

Aus diesem Lemma folgt, dass wir uns bei dem Beweis von Theorem auf Graphen
beschrinken konnen, die ein perfektes Matching besitzen. Besitzt der Graph G kein
solches Matching, so sei M* ein beliebiges maximales Matching und x sei ein Knoten,
der in M™* nicht zugewiesen ist. Entfernen wir den Knoten x und alle zu ihm inzidenten
Kanten aus dem Graphen G, so erhalten wir einen Graphen H, fiir den M* immer
noch ein maximales Matching ist. Das bedeutet, der Wert der optimalen Losung ist
in G und H derselbe.

Lemma besagt, dass RANKING fiir jede Permutation o auf dem Graphen G ein
Matching berechnet, das mindestens so grof} ist wie das, das er auf dem Graphen H
berechnet. Daraus folgt, dass RANKING auch im Erwartungswert auf dem Graphen G
ein mindestens so grofles Matching wie auf dem Graphen H berechnet. Eine obere
Schranke fiir den kompetitiven Faktor auf der Eingabe H impliziert also direkt eine
obere Schranke fiir den kompetitiven Faktor auf der Eingabe G. Wir kénnen mit diesem
Argument solange Knoten aus dem Graphen léschen, bis ein Graph vorliegt, der ein
perfektes Matching besitzt.

Beweis von Lemma [7.3. Wir betrachten in diesem Beweis nur den Fall z € U, der in
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Abbildung 7.1: Diese Abbildung zeigt links das Matching M und rechts das Mat-
ching M’, das nach dem Loschen des Knotens wus berechnet wird. Wir gehen davon
aus, dass die Knoten aus V' in der Reihenfolge v1,...,vs in der Permutation o vor-
kommen und dass die Knoten aus U in der Reihenfolge w4, ..., ug eintreffen. In diesem
Beispiel ist P = (ug, vs, us, vs, ug, vg) ein M-alternierender Pfad mit M’ = M & P.

Abbildung illustriert ist. Die Korrektheit des Lemmas im Fall x € V' folgt mit
ahnlichen Argumenten und ist dem Leser als Ubung tiberlassen.

Essein = |U| und uy, ug, . . ., u, sei die Reihenfolge, in der die Knoten aus U eintreffen.
Wir bezeichnen mit M; C F und M/ C E die Matchings, die RANKING auf den Gra-
phen G bzw. H bei Permutation o berechnet hat, nachdem die Knoten aus {uy, ..., u;}
bzw. {u1,...,u;} \{x} eingetroffen sind. Wir zeigen die folgende Invariante: Fir jedes ¢
gilt entweder M; = M/ oder es gibt einen M;-alternierenden Pfad P;, der mit einer
Kante aus M beginnt und fiir den M; = M; & P; gilt. Aus dieser Invariante folgt das
Lemma, denn es gilt M = M,, und M’ = M.

Sei x = u;. Beim Eintreffen der Knoten wy,...,u;_1 verhalt sich RANKING auf den
Graphen G und H identisch. Fir ¢ € {1,...,57—1} gilt also M; = M/. Fiigt RANKING
beim Eintreffen des Knotens u; dem Matching im Graphen G keine zu z inzidente
hinzu, so gilt M; = M;]. Ansonsten sei e die zu u; inzidente Kante, die RANKING
dem Matching im Graphen G hinzufiigt. Es gilt dann M} = M; @ P; fir den Pfad P,
der nur aus der Kante e € M; C M besteht.

Sei nun i > j und gelte die Invariante fiir ¢ — 1. Gilt M;_y = M/_,, so sind beim
Eintreffen des Knotens u; in den Graphen G und H genau dieselben Knoten aus V' frei.
RANKING verhalt sich also identisch und es gilt M; = M/. Gilt M | = M; 1@ P, fir
einen M;_;-alternierenden Pfad, der mit einer Kante aus M beginnt, so unterscheiden
sich die Mengen der in den Matchings M;_; und M/_, freien Knoten aus V' um maximal
einen Knoten, namlich den letzten Knoten v auf dem Pfad P,_;, sofern dieser zu V'

gehort. Dieser Knoten ist in Matching M]_; frei, nicht jedoch in Matching M;_;.

Sei ¢’ = (u;,v") die Kante, die beim Eintreffen des Knotens u; dem Matching im Gra-
phen G hinzugefiigt wird, sofern es eine solche Kante gibt. Hat v einen grofleren Rang
als ', so wird die Kante ¢’ auch im Graphen H zum aktuellen Matching hinzugefiigt.
In diesem Fall gilt M = M; & P,_;. Hat v einen kleineren Rang als v’ oder existiert
gar keine Kante €', so wird im Graphen H die Kante e = (u;, v) eingefiigt, sofern diese
existiert. In diesem Fall gilt M/ = M; & P; fir den Pfad P;, der aus P;_; durch das
Anhéngen der Kanten e und e’ entsteht, soweit sie existieren. O]

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass der Graph G ein perfektes Matching besitzt,
das durch eine bijektive Funktion m* : U — V beschrieben ist. Ferner sein = |V| = |U]|
und M sei das zufillige Matching, das RANKING auf dem Graphen G berechnet.
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Lemma 7.6. Es sei u € U beliebig und es sei v =m*(u). Falls der Knoten v in dem
Matching M nicht zugewiesen ist, so ist u in M einem Knoten zugewiesen, dessen
Rang kleiner ist als der von v.

Beweis. Wir betrachten den Zeitpunkt, zu dem der Knoten u aufgedeckt wird. Da
der Knoten v zu diesem Zeitpunkt frei ist, u aber dennoch einem anderen Knoten v’
zugewiesen wird, folgt direkt aus der Definition von RANKING, dass v’ einen kleineren
Rang als v haben muss. O

Fir ¢t € {1,...,n} bezeichne p, die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten aus V' mit
Rang ¢t in dem Matching M eine inzidente Kante besitzt.

Lemma 7.7. Firt e {1,...,n} gilt

1—-p <

t
> Ds.
s=1

S|

Beweis. Der Artikel von Karp, Vazirani und Vazirani [11] enthélt einen einfachen, aber
fehlerhaften Beweis dieses Lemmas, den auch wir zunéchst angeben. Wir werden dann
diskutieren, wo der Fehler liegt und wie dieser repariert werden kann. Seit € {1,...,n}
beliebig und sei v der Knoten aus V, der in der Permutation o den Rang ¢ besitzt.
Per Definition ist 1 — p; die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten v vom Algorithmus
RANKING nicht zugewiesen wird. Es sei v € U der Knoten, der in dem perfekten
Matching M* dem Knoten v zugewiesen ist, also der Knoten mit v = m*(u). Ferner
sei R;_1 C U die Menge der Knoten, die im Matching M Knoten aus V' mit Rang
hochstens t — 1 zugewiesen sind.

Lemma besagt, dass der Knoten v in dem Matching M nur dann nicht zugewiesen
sein kann, wenn u € R, ; gilt. Die Kardinalitat der Menge R, ; entspricht der Anzahl
der Knoten in V' mit Rang maximal £ — 1, die in Matching M zugewiesen sind. Es gilt
demnach

’Rt 1 Zps

Wiirde der Knoten u uniform zuféllig und unabhéngig von der Menge R, ; gewahlt,
so konnten wir die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten v im Matching M nicht zuge-
wiesen ist, wie folgt abschatzen:

E[|R;-1] 1

1—pt§Pr[u€Rt_1]=‘T EZ

Dies entspricht dem Vorgehen in dem Artikel [I1], ist jedoch nicht korrekt, da der
Knoten u und die Menge R;_; stochastisch nicht unabhéngig sind, weil sie beide von
der zufélligen Permutation ¢ abhéangen.

Um diese Abhéngigkeiten zu beseitigen, konstruieren wir eine zweite zuféllige Per-
mutation ¢’. Dazu starten wir mit der Permutation o, wéihlen einen Knoten v € V
uniform zuféllig aus und schieben diesen in der Permutation an Position t. Die so
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erzeugte Permutation o’ ist genauso wie o eine uniform zuféillige Permutation der
Knoten aus V. Natiirlich sind ¢ und ¢’ voneinander abhéangig, aber fiir sich betrachtet
ist ¢’ uniform zuféllig, da nach dem Verschieben eines uniform zufilligen Knotens an
Position ¢ nach wie vor jede Permutation die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt, als o’
realisiert zu werden. Insbesondere betragt die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten v
in dem Matching M’ = RANKING(G, ¢’) zugewiesen ist, genau p;.

Sei nun u € U wieder der Knoten mit v = m*(u) und sei R;_; weiterhin beziiglich
des Matchings M = RANKING(G, o) definiert. Da der Knoten v und damit auch der
Knoten w uniform zufillig und unabhéngig von dem Matching M gewéhlt wird, gilt
nun tatsachlich Pr{u € R;—1] = E[|R;-1]] /|U|. Das Ereignis v € R;_; ist nun aber
bedeutungslos, da die Menge R; ; sich auf das Matching M bezieht und der Kno-
ten v = m*(u) in der Permutation o', aber im Allgemeinen nicht in der Permutation o
den Rang t besitzt.

Um die Unabhéngigkeit des Knotens u von der Menge R;_; auszunutzen zu koénnen,
missen wir zunachst einen Zusammenhang zwischen den Matchings M und M’ her-
stellen. Wir mochten die Wahrscheinlichkeit 1 — p; fiir das Ereignis beschranken, dass
der Knoten v im Matching M’ nicht zugewiesen ist. Tritt dieses Ereignis ein, so kann
man mit dhnlichen Argumenten wie im Beweis von Lemma [7.5|zeigen, dass M und M’
entweder identisch sind oder sich um einen M-alternierenden Pfad P unterscheiden,
der an Knoten v mit einer Kante aus M beginnt. Ferner lasst sich zeigen, dass die Kno-
ten aus V, die auf dem Pfad P vorkommen, in aufsteigender Reihenfolge beziiglich der
Permutation o durchlaufen werden. Wir verzichten auf einen formalen Beweis dieser
Aussage und iiberlassen ihn dem Leser als Ubung. Die folgende Abbildung illustriert
den Pfad P.

Seien vy und vy die Knoten, denen der Knoten v im Matching M bzw. M’ zugewiesen
ist. Dann gelten die folgenden drei Aussagen.

e o'(vyr) < o'(v) =t folgt aus Lemma [7.6] da der Knoten v gemid Annahme im
Matching M’ nicht zugewiesen ist.

o |o(var) — o'(var)| < 1, da in ¢’ nur ein Knoten v verschoben wird und sich
dadurch der Rang der anderen Knoten um maximal 1 &ndert.

e o(vy) < o(vyr), da die Knoten aus V' von P in aufsteigender Reihenfolge be-
zuiglich o durchlaufen werden.

Insgesamt folgt
o(var) < o(on) < o'(vpr) + 1<t 41,
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was aquivalent zu o(vys) < t ist. Damit ist gezeigt, dass u € Ry gilt, wenn v in M’
nicht zugewiesen ist. Also

BlR| 1
— <. ]
0 nx?

L —pe = =

Mithilfe des vorangegangenen Lemmas konnen wir nun den kompetitiven Faktor von
RANKING analysieren.

Beweis von Theorem[7.4. Es sei M das zufillige Matching, das RANKING auf dem
Graphen G berechnet. Aufgrund der Linearitat des Erwartungswertes gilt

E(|M]] = zp (7.1)

Unser Ziel ist es, diese Summe unter den in Lemma [7.7) gegebenen Nebenbedingungen
zu minimieren. Dazu losen wir die Ungleichung aus diesem Lemma zunéchst nach p;
auf und erhalten .

1

Dt Z I—- Zps

n s=1
Als néchstes substituieren wir S; = Y'_, ps und erhalten mit kurzer Rechnung fiir
jedes t € {2,...,n} die zu Lemma aquivalente Ungleichung

n
> 1 ~1)-
St_n—l—l( + S 1)
Aus Lemma [7.7] folgt direkt
S mp > g (7.2)
tmR=T T n+1 '

Mithilfe vollstandiger Induktion kann man beweisen, dass

t 1 s
Stzz<1_n+1>

s=1

fir jedes t € {1,...,n} gilt. Der Induktionsanfang folgt direkt aus (7.2)). Gelte die
Behauptung fir t — 1 > 1, so gilt
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Insgesamt haben wir damit Folgendes bewiesen:

B =Y p =523 (10 )

s=1 s=1

Damit folgt das Theorem, da ein maximales Matching die Grofie n besitzt. [

Karp, Vazirani und Vazirani [11] haben bewiesen, dass es keinen randomisierten Al-
gorithmus fiir das Online-Matching-Problem gibt, der einen besseren kompetitiven
Faktor als e/(e — 1) erreicht.

7.3 Random-Order-Modell

Die Graphen, die wir bislang in diesem Kapitel betrachtet haben, waren ungewichtet.
Es liegt nun die Frage nahe, ob sich die Algorithmen, die wir kennengelernt haben,
auf den Fall tibertragen lassen, dass die Kanten in dem Graphen gewichtet sind. In
diesem Fall ist es das Ziel, ein Matching mit einem méoglichst grofien Gesamtgewicht
zu finden. Offline gibt es auch fiir diese Problemvariante effiziente Algorithmen. In
dem Modell, das wir untersuchen werden, ist ein bipartiter Graph G = (V UU, E) mit
einer Kantengewichtung w : £ — Rx( gegeben. Wahrend die Knoten aus V' wieder
von Anfang an bekannt sind, werden die Knoten aus U nach und nach mitsamt ihrer
Kanten und den entsprechenden Kantengewichten aufgedeckt.

Man iiberlegt sich leicht, dass jeder deterministische Online-Algorithmus fiir dieses
Problem beliebig schlecht ist, denn sobald der Algorithmus in einem Schritt eine Kan-
te e = (v,u) auswahlt und dem Matching hinzufiigt, konnte im néchsten Schritt eine
Kante ¢/ = (v,u’) mit einem Gewicht aufgedeckt werden, das um einen beliebigen
Faktor groBer ist als das von e. Die Kante ¢’ kann dann aber nicht mehr zum Mat-
ching hinzugefiigt werden, da der Knoten v bereits eine inzidente Kante im Matching
besitzt. Der Leser sollte sich als Ubung iiberlegen, dass auch mit einem randomisierten
Online-Algorithmus kein endlicher kompetitiver Faktor erreicht werden kann.

Das gewichtete Online-Matching-Problem ist somit zunédchst nicht besonders inter-
essant, da es fiir jeden Online-Algorithmus Eingaben gibt, auf denen er beliebig schlecht
abschneidet. Insbesondere schneidet jeder Algorithmus in einer kompetitiven Analyse
genauso gut (oder schlecht) ab wie der Algorithmus, der niemals Kanten zum Mat-
ching hinzufiigt und auf jeder Eingabe ein leeres Matching als Ausgabe liefert. Intuitiv
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erscheint dies wenig sinnvoll und man hat das Gefiihl, dass manche Algorithmen durch-
aus besser sind als andere. Um dies formal zu untermauern, werden wir das Modell
der kompetitiven Analyse in diesem Abschnitt abdndern.

Fiir den kompetitiven Faktor eines Online-Algorithmus ist geméfl Definition nur
sein Verhalten im Worst Case von Bedeutung. Anschaulich muss man es als Algorith-
menentwickler mit einem Gegner aufnehmen, der eine moglichst schlechte Eingabe fiir
den verwendeten Algorithmus sucht. Eingaben, die in praktischen Anwendungen auf-
treten, sind jedoch normalerweise nicht gegnerisch mit dem Ziel erzeugt, den verwen-
deten Algorithmus méoglichst schlecht dastehen zu lassen. Deshalb kann es irrefithrend
sein, sich bei der Beurteilung eines Algorithmus nur auf sein Worst-Case-Verhalten zu
konzentrieren. Tatséchlich sind viele Algorithmen in praktischen Anwendungen deut-
lich besser als im Worst Case.

Ein abgeschwéachtes Worst-Case-Modell, das in den letzten Jahren auf viel Interes-
se gestoflen ist, ist das Random-Order-Modell. In diesem Modell darf der Gegner
zwar immer noch den bipartiten Graphen und die Kantengewichtung beliebig wéhlen,
die Knoten aus U werden jedoch in einer uniform zufélligen Reihenfolge aufgedeckt.
Dies steht im Gegensatz zur klassischen Worst-Case-Analyse, in der der Gegner be-
stimmen kann, in welcher Reihenfolge diese Knoten erscheinen. Wir werden sehen,
dass es Online-Algorithmen fiir das gewichtete Online-Matching-Problem gibt, die im
Random-Order-Modell einen konstanten kompetitiven Faktor erreichen, wenn ihnen zu
Beginn die Kardinalitit |U| bekannt ist. In diesem Modell kann man also deutlich bes-
ser zwischen guten und schlechten Algorithmen differenzieren als in einer klassischen
Worst-Case-Analyse.

Bevor wir in Abschnitt den allgemeinen Fall untersuchen, betrachten wir in Ab-
schnitt zunachst den Spezialfall, in dem die von vornherein bekannte Seite V' des
Graphen aus nur einem einzigen Knoten besteht. Diese seit den 60er-Jahren unter-
suchte Variante wird aus Griinden, die wir gleich erldutern werden, auch als Sekretd-
rinnenproblem bezeichnet. In Abschnitt weisen wir nach, dass die Algorithmen,
die wir in den Abschnitten [7.3.1] und [7.3.2] kennenlernen werden, optimal sind.

7.3.1 Das klassische Sekretiarinnenproblem

Das klassische Sekretéarinnenproblem kann wie folgt beschrieben werden. Ein Unter-
nehmen mochte eine freie Stelle (zum Beispiel im Sekretariat) besetzen. Es gibt n Be-
werbungen und jeder Bewerber ¢ € {1,...,n} besitzt eine gewisse Eignung w; € Rx
fir die Stelle. Das Ziel des Unternehmens ist es, einen Bewerber mit einer moglichst
groflen Eignung einzustellen. Dazu kann es die Bewerber nacheinander zum Bewer-
bungsgesprach einladen. Erst im Bewerbungsgespréich mit Kandidat ¢ erfahrt das Un-
ternehmen seine Eignung w;. Es muss sich dann direkt entscheiden, ob es Kandidat ¢
einstellt oder nicht. Stellt es Kandidat ¢ ein, so ist das Bewerbungsverfahren abge-
schlossen und die verbleibenden Bewerber werden nicht mehr eingeladen. Lehnt das
Unternehmen Kandidat ¢ nach dem Bewerbungsgesprach ab, so gibt es spater keine
Moglichkeit mehr, diese Entscheidung zu revidieren.
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Zugegebenermaflen sind die Annahmen in diesem Modell nicht unbedingt realistisch,
dennoch ist es interessant, sich mit dem Sekretdrinnenproblem zu beschaftigen, da es
ein gut untersuchter Spezialfall des gewichteten Online-Matching-Problems ist. Wie
oben bereits angedeutet, ist es der Spezialfall, bei dem die bekannte Seite V aus
nur einem einzigen Knoten v besteht. Dieser Knoten reprasentiert die zu besetzende
Stelle und jeder Knoten aus U entspricht einem Bewerber. Fiir jedes u € U gibt es eine
Kante (v, u), wobei das Gewicht w(v,u) der Eignung des Kandidaten u entspricht. Ein
nichtleeres Matching in diesem Graphen besteht aus genau einer Kante und entspricht
somit der Auswahl eines der Kandidaten.

Wie sollte sich das Unternehmen verhalten, um einen moglichst guten Kandidaten
einzustellen? Mit den gleichen Argumenten wie fiir das gewichtete Online-Matching-
Problem kann man auch hier zeigen, dass es fiir jeden deterministischen oder randomi-
sierten Online-Algorithmus eine Eingabe gibt, auf der er beliebig schlecht abschneidet.
Wir betrachten deshalb das Random-Order-Modell, in dem ein Gegner zwar die Eig-
nungen wy, . .., w, € R>( beliebig wahlen kann, die Kandidaten aber in einer uniform
zufilligen Reihenfolge zum Bewerbungsgespréch eingeladen werden. Auflerdem ist dem
Algorithmus in diesem Modell die Anzahl n an Bewerbern von vornherein bekannt.
Wir werden sehen, dass in diesem Modell ein konstanter kompetitiver Faktor erreicht
werden kann.

Wir bezeichnen im Folgenden mit o = {wy,...,w,} die Menge der vom Gegner
gewihlten Eignungen und gehen davon aus, dass diese paarweise verschieden sind.
Sei wy > wy > ... > w,. Fur einen Online-Algorithmus A bezeichnen wir im Random-
Order-Modell mit wa (o) die erwartete Fignung des von A ausgewéhlten Kandida-
ten. Dabei bezieht sich der Erwartungswert auf die zuféllige Reihenfolge, in der die
Kandidaten betrachtet werden, und auf die zufilligen Entscheidungen von A, sofern
es sich bei A um einen randomisierten Algorithmus handelt. Ferner sei OPT (o) =
max; w; = wi. Wir sagen, dass A im Random-Order-Modell strikt r-kompetitiv ist,
wenn wy (o) > 1 - OPT(o) fir alle Eingaben o gilt.

Sprechen wir im Folgenden vom ersten Kandidaten, den ersten k& Kandidaten oder
Ahnlichem so bezieht sich dies stets auf die zufillige Reihenfolge, in der die Kandi-
daten betrachtet werden. Im Allgemeinen ist also die Eignung des ersten Kandidaten
ungleich w;. Der Algorithmus Ay, den wir nun untersuchen, lehnt die ersten & Kan-
didaten ab und wéhlt den ersten Kandidaten ¢ > k aus, der besser ist als alle bisher
gesehenen Kandidaten 1,...,7 — 1. Bei A, handelt es sich fiir jedes k£ um einen de-
terministischen Online-Algorithmus. Als erstes nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass n gerade ist, und betrachten den Algorithmus A, . Wir zeigen, dass dieser Al-
gorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/4 den besten Kandidaten
auswihlt, woraus direkt folgt, dass er strikt 4-kompetitiv ist.

Wir bezeichnen mit H; C {wy,...,w,} und Hy = {wy,...,w,} \ H; die Menge der
Eignungen der Kandidaten, die sich in der zufilligen Reihenfolge in der ersten bzw.
zweiten Hélfte befinden. In der folgenden Rechnung nutzen wir die Beobachtung aus,
dass der beste Kandidat auf jeden Fall gewéhlt wird, wenn er sich selbst in der zweiten
Halfte befindet und sich der zweitbeste Kandidat in der ersten Hélfte befindet:

wa,,(0) > OPT(0) - Pr[Kandidat mit Eignung w; wird ausgewdhlt]
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> OPT(0) - Pr{ws € Hy und wy € Hs)]

= OPT(O’) 'PI‘[UJQ € Hl] -Pr[w1 S HQ ‘ Wy € Hl] .

Da die Kandidaten in einer uniform zufélligen Reihenfolge eintreffen, betragt die Wahr-
scheinlichkeit fir das Ereignis wy € H; genau 1/2. Gilt wy € Hy, so gibt es in H;
und Hj noch n/2 — 1 bzw. n/2 verfiigbare Platze fir w;. Da die Bewerber in einer
uniform zufélligen Reihenfolge eintreffen, wird fiir w; aus diesen verfiigharen Plét-
zen uniform zufallig einer ausgewahlt. Die bedingte Wahrscheinlichkeit fir wy; € Hy
betrigt demnach :—121 > % Insgesamt ergibt sich

’LUAn/2(O')2 OPT(U)

1 =

Das folgende Theorem zeigt, dass man fiir eine geschickte Wahl von £ einen besseren
kompetitiven Faktor erreichen kann.

Theorem 7.8. Der Algorithmus Ay, e ist im Random-Order-Modell strikt c(n)-kom-
petitiv, wobei c(n) = -“- fiir wachsendes n gegen e konvergiert.

Beweis. Wieder gentigt es zur Analyse des Algorithmus die Wahrscheinlichkeit abzu-
schétzen, mit der der beste Kandidat ausgewahlt wird. Es gilt

Pr [w;, wird ausgewdhlt]

= Y Prlw; an Position ¢ und wird ausgewéhlt]
i=[n/e]

= Y Prluw; an Position 4] - Pr[w; wird ausgewdhlt | w; an Position 1]
i=[n/e]

“1
= Y —-Prw; wird ausgewdhlt | w; an Position 4] .
i=[nje] ¥

Die Summen in der obigen Rechnung beginnen bei i = [n/e] = |n/e] + 1, da die
ersten |n/e] Kandidaten stets abgelehnt werden. Die letzte Gleichung gilt, da der
Kandidat mit Eignung w; an einer uniform zuféalligen Position steht und somit jede
Position i eine Wahrscheinlichkeit von 1/n hat.

Wir miissen nur noch die bedingte Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der der Kandi-
dat mit Eignung w; ausgewahlt wird, wenn er in der zufalligen Permutation an Positi-
on ¢ steht. Dies passiert genau dann, wenn sich der beste der ersten ¢ — 1 Kandidaten
unter den ersten |n/e| Kandidaten befindet. Da die Permutation uniform zuféllig ist,

betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir % Somit gilt

_ z": 1 Inje] _ [n/e] ”i 1

Pr [w; wird ausgewahlt] —
i— n

1=[n/e] n

> ”/en_ L <n7e) - i - i (7.3)
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Die Ungleichung folgt aus der Abschitzung

L2 Loz () = ()
fZ/ —dr =1In >In|— | =1.
i%/e] i ln/e] T |n/e] n/e

Damit ist der Beweis abgeschlossen, denn es gilt

wa,,,. (0) > OPT(0) - Prw; wird ausgewihlt]

> (1 _ 1) .OPT(0) = —— - OPT(0). 0

“—\e n c(n)

7.3.2 Das Online-Matching-Problem in gewichteten Graphen

Wir betrachten nun das allgemeine Online-Matching-Problem in gewichteten biparti-
ten Graphen und lernen einen strikt e-kompetitiven Online-Algorithmus von Kessel-
heim et al. [I2] kennen. Der Algorithmus ist im Folgenden in Pseudocode dargestellt.
Fiir eine Teilmenge U’ C U bezeichnen wir mit G[U’] den Teilgraphen von G, der
durch die Knotenmenge U’ U V' induziert wird. Der Graph G[U’] enthéilt also die
Knoten U’ UV und alle Kanten, die zwischen diesen Knoten in G verlaufen. Die
Kantengewichte in G[U’] sind identisch mit denen in G. Ist U’ die Menge der bereits
aufgedeckten Knoten, so ist G[U’] genau der Teil des Graphen, der dem Algorithmus
bereits bekannt ist.

RANDOM-ORDER-MATCHING

1. Essei U' C U die Menge der ersten |n/e| ankommenden Knoten aus U. Fiige
fiir keinen Knoten aus U’ eine Kante in das Matching ein.

2. M =
3. for each (ankommenden Knoten u € U nach den ersten [n/e])
4. U :=UU{u}; i:=]|U";

5. Sei M® ein Matching mit maximalem Gewicht in G[U"].
6.  if (u besitzt inzidente Kante in M®)

7. Sei ) = (v, u) die zu u inzidente Kante in M.

8 if (M U {e®} ist Matching) M := M U {e®};

9. return M,

Wir fassen den Algorithmus RANDOM-ORDER-MATCHING noch einmal in Worten
zusammen. Die ersten |n/e] Knoten erhalten keine inzidente Kante im Matching. An-
schliefend wird fiir jeden ankommenden Knoten u auf dem bisher bekannten Teil des
Graphen ein Matching mit maximalem Gewicht berechnet und zwar vollkommen un-
abhéngig von den Kanten, die wir dem Matching bereits hinzugefiigt haben. Besitzt u
in diesem Matching eine inzidente Kante, so testen wir, ob diese zusammen mit den
bereits ausgewahlten Kanten ein Matching bildet. Ist dies der Fall, so fligen wir sie
dem bisher ausgewéhlten Matching hinzu. Dies garantiert, dass die Menge M zu jedem
Zeitpunkt ein Matching in G bildet.
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Theorem 7.9. Der Algorithmus RANDOM-ORDER-MATCHING ist im Random-Order-

Modell strikt c(n)-kompetitiv, wobei c¢(n) = -2~ fiir wachsendes n gegen e konvergiert.

n—e

Um das Theorem zu beweisen, fiihren wir zunichst Zufallsvariablen Xy, /c1,..., X,
ein. Dabei gibt X; das Gewicht der Kante an, die RANDOM-ORDER-MATCHING in
Schritt ¢« dem Matching hinzufiigt, sofern es eine solche gibt. Formal sei

Y _ w(e®) falls e® existiert und M hinzugefiigt wird,
‘o sonst.

Das erwartete Gewicht des von RANDOM-ORDER-MATCHING ausgewéhlten Match-
ings auf dem Graphen G kann dann als

zn: X@} = zn: E[X}] (7.4)

i=[n/e| i=[n/e]

wroM(G) = E

geschrieben werden, wobei wir die Linearitat des Erwartungswertes ausgenutzt haben.
Wir bezeichnen mit OPT(G) den Wert eines Matchings in G mit maximalem Gewicht.
Der wesentliche Baustein im Beweis von Theorem ist das folgende Lemma.

Lemma 7.10. Fir jedesi € {[n/e],...,n} gilt
S In/e|] OPT(G)

72— 1 n

E[X]

Beweis. Da RANDOM-ORDER-MATCHING ein Online-Algorithmus ist, sind fiir den
Wert von X; nur die ersten ¢ Knoten in der zufilligen Reihenfolge relevant. Wir unter-
teilen das Zufallsexperiment, das diese ¢ Knoten und ihre Reihenfolge erzeugt, in drei
Phasen.

1. In der ersten Phase wird aus der Menge U eine uniform zuféllige Teilmenge U’
mit Kardinalitit ¢ ausgewéahlt.

2. In der zweiten Phase wird aus der Menge U’ uniform zuféllig ein Knoten ausge-
wahlt, der an Position ¢ gesetzt wird.

3. In der dritten Phase wird die Reihenfolge der tibrigen Knoten aus U’ in der
gleichen Art und Weise bestimmt. Das heifit, zunachst wird aus den ¢ — 1 ver-
bleibenden Knoten aus U’ uniform zuféllig einer ausgewéhlt und an Position ¢ —1
gesetzt. Dann wird aus den verbleibenden i — 2 Knoten aus U’ uniform zuféllig
einer ausgewéhlt und an Position ¢ — 2 gesetzt, und so weiter.

In diesen drei Phasen werden die ersten ¢ Knoten und ihre Reihenfolge bestimmt. Die
Verteilung ist dieselbe wie in dem eigentlichen Zufallsexperiment, in dem eine uniform
zuféllige Reihenfolge aller Knoten gewahlt wird, die Einteilung in die drei Phasen
erleichtert uns jedoch die Analyse.

Nach der ersten Phase steht das Matching M® bereits fest, da dieses Matching nur
von dem bekannten Teilgraphen G[U’] abhangt, nicht jedoch von der Reihenfolge, in
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der die Knoten aus U’ aufgedeckt wurden. (Wir gehen davon aus, dass in Schritt 5
von RANDOM-ORDER-MATCHING ein fester deterministischer Algorithmus zur Be-
stimmung eines optimalen Matchings eingesetzt wird. Sollte es in dem Graphen G[U’]
mehrere optimale Matchings geben, so sei M das eindeutige optimale Matching, das
dieser Algorithmus auswéhlt.) Es bezeichne M* ein Matching in G mit maximalem Ge-
wicht. Dann gilt OPT(G) = w(M*). Auflerdem bezeichne M*[U’] die Einschrankung
von M* auf die Knotenmenge U’ U V. Das heifit, das Matching M*[U’] enthélt genau
die Kanten aus M*, die zu einem Knoten aus U’ inzident sind. Bei M*[U’] handelt
es sich um ein Matching in G[U’]. Da es sich bei M@ um ein Matching in G[U’] mit
maximalem Gewicht handelt, gilt w(M®) > w(M*[U']).

Fiir jeden Knoten aus U betragt die Wahrscheinlichkeit, dass er zu U’ gehort, ge-
nau i/n, da es sich bei U" um eine uniform zufillige Teilmenge der Grofle i von U
handelt. Fir u € U sei w, das Gewicht der zu u inzidenten Kante in M™*, sofern eine
solche Kante existiert, und 0 sonst. Es sei

v, — w, fallsue U,
0 sonst.

Dann gilt

B[o(r0)] > BL(r )] =BT | = TRKI= Tt =t T

uelU uelU ucU n uelU

i . i

" cw(M*) = - -OPT(G). (7.5)
Wir haben bislang nur den Zufall aus Phase 1 genutzt. Nun nutzen wir den Zufall
aus Phase 2, um den Erwartungswert E {w(e(i))] zu bestimmen. Wir gehen davon aus,
dass die Menge U’ bereits feststeht und bezeichnen ihre Realisierung mit Z. Fiir eine
Menge Z C U mit |Z| = i bezeichnen wir mit M®(Z) das optimale Matching in dem
Graphen G[Z]. In Phase 2 wird uniform zufillig ein Knoten u aus U’ ausgewéhlt und
an Position i gesetzt. Es gilt fir jedes Z C U mit |Z| =i

B [uwfe®) | 0" = 2] =+ w(M®(2),

da die in M (Z) inzidente Kante eines uniform zufillig gewéhlten Knotens aus Z im
Erwartungswert wegen |Z| = i genau einen (1/i)-Bruchteil zum Gesamtgewicht des
Matchings beisteuert. Gemeinsam mit (7.5 folgt daraus

Elwe)] = Y Elwe?)|U=2] Pr[U =7

ZCU,|Z|=i
1 )
= Y S wMY2) Pr[U =Z]
72U, Z)=i *
1 )
=~ Y wMY2) Pr[U =Z]
v zcu)z|=i
1

= [w(M(i))} > 1

1

.OPT(G) = Tll LOPT(Q).

3| .
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Erst in Phase 3 entscheidet sich, ob die Kante e tatséichlich zum Matching hinzu-

gefiigt werden kann. Wir zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit hierfiir mindestens %

betrigt. Seien die Phasen 1 und 2 bereits abgeschlossen und sei e = (v, u). Uns in-
teressiert die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten v noch frei ist. Dies ist genau dann
der Fall, wenn der Knoten v in keiner der Kanten e("/¢D) .. (=1 enthalten ist.

Betrachten wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis v € e®~Y. Das Mat-
ching M =Y steht bereits fest, da wir nach den ersten beiden Phasen die Menge U’\ {u}
der ersten ¢ — 1 aufgedeckten Knoten kennen. Die Reihenfolge, in der diese Knoten
aufgedeckt wurden, haben wir in den Phasen 1 und 2 noch nicht festgelegt, sie spielt
aber fiir das Matching M@~V auch keine Rolle. Wir ziehen nun uniform zufillig einen
Knoten aus U’ \ {u} und setzen ihn an Position ¢ — 1. Die Wahrscheinlichkeit einen
in M =Y zu v adjazenten Knoten zu ziehen, betriigt maximal 1/(i—1), da nur maximal

einer der Knoten aus U’ \ {u} adjazent zu v ist. Somit gilt Pr [v € e(i’l)} <1/(i—-1).

Analog kann man auch fiir jede Runde k von i —2 bis [n/e| argumentieren. Zu Beginn
von Runde k ist die Menge U’ bereits bekannt, ebenso wie die Knoten aus U’ an den
Positionen k£ + 1,...,i. Unabhédngig von der Wahl dieser Knoten und der Menge U’
folgt mit denselben Argumenten wie oben Pr [v € e(k)} < 1/k. Wir nutzen in dieser
Analyse essentiell die Reihenfolge aus, in der wir in Phase 3 Informationen iiber die
Reihenfolge der Knoten erhalten.

Insgesamt ergibt sich fiir jedes Z C U mit |Z| = ¢ und fiir jeden Knoten z € Z

Pr v in Runde ¢ frei | U'=Z, u=z] = Pr

7\1 v ¢ e(k)}

k=[n/e]

SUACHER NEy
/-1 ln/e]

1 —1 i—1°

Damit kénnen wir den Beweis des Lemmas abschliefen, denn es gilt

EX]= Y Y Pr[U'=Z,u=2]-Prvin Rundei frei| U'=7, u=2] - w(e")

ZCU,|Z|=i 2€2

> S Y= Zu= o )

ZCU,|Z|=i 2€2 i—1

e S S P = 2w = o] w(e)

i—1 ZCU,|Z|=i 2€Z
- &”_/ €1J E [u(e?)]
> Ln/elj ‘OPT(G).

Formal korrekt miissten wir in der obigen Rechnung in den ersten drei Zeilen e (Z, 2)
statt nur e® schreiben, da die Kante e® von der Wahl von U’ und u abhéangt. O
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Beweis von Theorem[7.9. Das Theorem folgt einfach aus Lemma und ([7.4):

i=[n/e] ifnye] 1 n
nfe] &1
(@) n ._Z 1—1
i=[n/e]
1 1
> OPT(G) - ( - )
e n
Die letzte Ungleichung folgt analog zu ((7.3)). m

7.3.3 Eine untere Schranke

Der Algorithmus in Abschnitt wahlt den besten Kandidaten mit einer Wahr-
scheinlichkeit von ungefihr 1/e aus. Wir zeigen nun noch, dass dies optimal ist. Der
Beweis, den wir prasentieren werden, geht auf eine recht aktuelle Arbeit von Buchbin-
der et al. [6] zurtick. Die Aussage wurde aber bereits in den 60er-Jahren (mehrfach)
bewiesen.

Fiir die untere Schranke betrachten wir zunéchst nur ordnungsbasierte Algorithmen.
Darunter verstehen wir Algorithmen, die bei ihren Entscheidungen nur die Rangfolge
der Eignungen berticksichtigen, nicht jedoch die konkreten Werte. Ein ordnungsba-
sierter Algorithmus erfdhrt bei einem Bewerbungsgespréch also nicht die Eignung des
Kandidaten, sondern nur welche der bisher gesehenen Kandidaten besser oder schlech-
ter sind. Der Algorithmus A aus Abschnitt gehort zu der Klasse der ordnungs-
basierten Algorithmen.

Theorem 7.11. Es gibt keinen deterministischen oder randomisierten ordnungsba-
sierten Online-Algorithmus fir das Sekretdrinnenproblem im Random-Order-Modell,
der den besten Kandidaten mit einer grofseren Wahrscheinlichkeit als 1/e auswdahlt.

Beweis. Sei A ein beliebiger randomisierter Online-Algorithmus fiir das Sekretérin-
nenproblem. Mit p; bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass er den Kandidaten an
Position 7 auswahlt. Die Wahrscheinlichkeit bezieht sich dabei sowohl auf die zuféllige
Reihenfolge der Kandidaten als auch auf die zufélligen Entscheidungen des Algorith-
mus.

Da wir die Wahrscheinlichkeit, mit der der Algorithmus A den besten Kandidaten aus-
wahlt, nach oben abschétzen wollen, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
davon ausgehen, dass der Algorithmus A einen Kandidaten nur dann auswéhlt, wenn
er der beste bislang gesehene Kandidat ist. Mit dieser Annahme koénnen wir die Wahr-
scheinlichkeiten p; auch wie folgt schreiben:

p; = Pr[Kandidat an Position ¢ wird ausgewahlt]

= Pr[Kandidat an Position ¢ wird ausgewéhlt und ist besser als alle Vorgénger] .
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Wir bezeichnen im Folgenden mit A4; das Ereignis, dass der Algorithmus den Kan-
didaten an Position ¢ auswéhlt. Ferner bezeichnen wir mit B; das Ereignis, dass der
Kandidat an Position ¢ besser ist als alle Kandidaten davor. Es gilt dann

=Pr[A]=Pr[A;,NB;] =Pr|A, | B Pr[B|]
<Pr[~(AU...UA_1) | B 1

1
= Pr[_'(Al U ...UAi_1>] : ;

In der Abschétzung haben wir ausgenutzt, dass A; C —(A; U...UA;_1) gilt, da Kan-
didat ¢ nur dann ausgewahlt werden kann, wenn alle vorangegangenen Kandidaten
abgelehnt wurden. Ebenso haben wir ausgenutzt, dass Kandidat ¢ mit einer Wahr-
scheinlichkeit von genau 1/i der beste der ersten i Kandidaten ist. Die letzte Glei-
chung gilt, da A ein Online-Algorithmus ist. Das heifit, die Qualitdt von Kandidat ¢
beeinflusst nicht die Entscheidungen in den ersten i — 1 Runden. Da die Ereignis-
se A, ..., A;_1 paarweise disjunkt sind (es wird maximal ein Kandidat ausgewéhlt),
gilt

1
pi <Pr[=(AU...UA_)]- -

:<1—§Pr[¢4j]>-1

i—1 1
= (1 — ij> S
j=1

wobei die letzte Gleichung aus der Definition von p; folgt. Insgesamt konnen wir fest-
halten, dass die Werte py, ..., p, den folgenden Bedingungen geniigen miissen:

i1
Vie{l,...,n}: > pj+ip; <1,
=P (7.6)

Vie{l,....,n}: p;>0.

Das néchste Ziel ist es, die Wahrscheinlichkeit, den besten Kandidaten auszuwéahlen,
mithilfe der Werte p; auszudriicken. Diese Wahrscheinlichkeit entspricht dem folgenden
Ausdruck:

> Pr[bester Kandidat an Position 7] - Pr[4; | bester Kandidat an Position i
i=1
1 PriA,nB] i

"1
:;g-Pr[AHB =) —- 7Pr[8] —¥—~pi.

'Lln

Die erste Gleichung folgt, da ein Online-Algorithmus nicht unterscheiden kann, ob
der Kandidat an Position ¢ insgesamt der beste Kandidat ist oder nur der beste bis-
her gesehene Kandidat. Die zweite Gleichung folgt aus der Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit und die dritte Gleichung folgt aus der Definition von p; und der
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Tatsache, dass der Kandidat an Position ¢ mit Wahrscheinlichkeit 1/i der beste der
ersten ¢ Kandidaten ist.

Wir sind nun in der Lage, einen optimalen ordnungsbasierten Online-Algorithmus
fir das Sekretdrinnenproblem zu charakterisieren. Er muss dergestalt sein, dass die
Werte py, ..., p, die Nebenbedingungen (7.6 einhalten und unter diesen Nebenbedin-

gungen die Zielfunktion

1
Z — - Di
i=1 T
maximieren. Da sowohl die Zielfunktion als auch die Nebenbedingungen linear in den p;
sind, handelt es sich hierbei um ein lineares Programm mit den Variablen pq, ..., p,.
Durch Losen dieses linearen Programms erhilt man einen optimalen Online-Algorith-
mus und eine obere Schranke, wie grofl die Wahrscheinlichkeit, den besten Kandidaten
zu wahlen, maximal sein kann.

Wie die optimale Losung des linearen Programms aussieht, ist auf den ersten Blick
nicht direkt ersichtlich. Fiir konkrete Werte von n kann man das lineare Programm
mit einem entsprechenden Solverﬂ losen. Man erhalt dann eine Folge von Werten, die
fiir wachsendes n gegen 1/e zu konvergieren scheint. Dass dies tatséchlich der Fall
ist, kann man mit dem Dualitétsprinzip der linearen Programmierung beweisen. Das
duale lineare Programm hat die folgende Form:

n
minimiere Z T;

=1
Vie{l,...,n}: i x+ > a;>
j=i+1
Vie{l,...,n}: x;>0.

1
n

Jede giiltige Losung fiir dieses duale lineare Programm liefert eine obere Schranke fiir
den Wert, den das primale lineare Programm annehmen kann. Sei 7 € N so gewahlt,
dass Y02 L <1<yt | 1 gilt. Dann ist
{0 falls 1 < i < T,
xTr; =

l(l _ywn-l %) falls 7 <@ < n,

n Jj=t

eine giiltige Losung des dualen Programms mit Wert T—;l Z?;Tl_1 % Aus der Definiti-
on von 7 folgt leicht, dass dieser Wert fiir wachsendes n gegen 1/e konvergiert. Wir
iiberlassen es dem Leser als Ubung, die fehlenden Details und Rechnungen in diesem
Beweis zu ergénzen. O

Alexander Gnedin ist es 1994 gelungen, Theorem auf Algorithmen zu iibertra-
gen, die ihre Entscheidungen von den konkreten Werten der Kandidaten und nicht
nur der Rangfolge abhingig machen diirfen [I0]. Seinen Beweis werden wir in die-
ser Vorlesung nicht mehr besprechen. Erwahnt sei nur, dass auch daraus noch nicht

2Ein empfehlenswerter LP Solver ist zum Beispiel SoPlex http://soplex.zib.de/.
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direkt folgt, dass die présentierten Algorithmen fir das klassische Sekretéarinnenpro-
blem und fiir das Online-Matching-Problem optimal sind, denn eigentlich interessiert
uns nicht die Wahrscheinlichkeit, den besten Kandidaten auszuwéhlen, sondern die
erwartete Eignung des ausgewahlten Kandidaten. Ist der zweitbeste Kandidat immer
noch gut, so kann der kompetitive Faktor eines Algorithmus besser als e sein, auch
wenn er den besten Kandidaten nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/e auswahlt.
Ausgehend von dem Ergebnis von Gnedin kann man zeigen, dass es fiir das klassi-
sche Sekretarinnenproblem (und somit auch fiir das Online-Matching-Problem) keinen
Online-Algorithmen gibt, der einen besseren kompetitiven Faktor als e erreicht.



Kapitel

Das Minimax-Prinzip

Fir viele Probleme in dieser Vorlesung haben wir randomisierte Online-Algorithmen
entworfen. Wir haben uns stets die Frage gestellt, ob diese Algorithmen optimal sind
oder ob es andere Online-Algorithmen mit besseren kompetitiven Faktoren gibt. Fiir
die meisten Probleme und Algorithmen aus dieser Vorlesung konnten wir diese Frage
zwar beantworten, fiir viele Probleme ist es aber schwierig eine untere Schranke fiir
den besten kompetitiven Faktor zu zeigen, der mit randomisierten Online-Algorithmen
erreicht werden kann.

Wir lernen in diesem Abschnitt eine recht allgemeine Methode kennen, mit deren Hilfe
man untere Schranken fiir randomisierte Algorithmen zeigen kann. Diese Methode
kann nicht nur im Kontext von Online-Problemen angewendet werden, sondern auch
bei bestimmten Arten von Offline-Problemen. Bevor wir diese Methode beschreiben
und auf Paging sowie das Online-Matching-Problem anwenden, fithren wir zunachst
das Problem der Spielbaumauswertung ein, anhand dessen wir die Methode illustrieren
werden. Die Inhalte dieses Kapitels stammen zu grofien Teilen aus den Biichern [4]
und [19].

8.1 Spielbaumauswertung

Ein Spielbaum ist ein Baum, in dem jedes Blatt einen reellen Wert besitzt. Jeder
innere Knoten besitzt ebenfalls einen Wert, der sich durch eine bestimmte Operation
aus den Werten seiner Kinder berechnet. Géngige Operationen sind zum Beispiel MIN
und MAX, die den kleinsten bzw. groffiten Wert eines der Kinder ausgeben. Unter
Spielbaumauswertung verstehen wir das Problem, den Wert der Wurzel zu bestimmen.
Der Name dieses Problems kommt daher, dass Spielbaume bei Schach und anderen
Spielen dazu genutzt werden, um moglichst gute Strategien zu berechnen.

Wir betrachten Spielbaumauswertung fiir den Spezialfall, dass ein vollstandiger bi-
narer Baum ausgewertet werden soll, dessen Blatter nur die Werte 0 oder 1 haben.
Als Operationen erlauben wir nur MIN- und MAX-Operationen, die wir aufgrund der
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booleschen Werte auch als AND- und OR-Operationen bezeichnen werden. Wir be-
zeichnen einen solchen Baum als Ti-Baum, wenn er die Tiefe 2k besitzt, alle inneren
Knoten mit einem geraden Abstand von der Wurzel (insbesondere die Wurzel selbst)
AND-Operationen berechnen und alle anderen inneren Knoten OR-Operationen be-
rechnen. Die folgende Abbildung zeigt einen T}-Baum.

0

o)
0 1
() (o) ()

Anstatt die Laufzeit von Algorithmen zur Spielbaumauswertung zu analysieren, be-
trachten wir im Folgenden nur, wie viele Blatter zur Bestimmung des Wertes der Wur-
zel ausgelesen werden. Alle anderen Operationen, die die Algorithmen durchfiihren,
vernachlassigen wir. Zum einen erleichtert das die Analyse und zum anderen ist die
erwartete Anzahl von ausgelesenen Blattern bei dem Algorithmus, den wir betrachten
werden, in der gleichen Groflenordnung wie seine Laufzeit.

Einen deterministischen Algorithmus kénnen wir als eine adaptive Reihenfolge be-
trachten, in der die Werte der Blétter ausgelesen werden. Ein solcher Algorithmus
liest deterministisch zunéchst immer den Wert desselben Blattes. Abhéangig davon, ob
dort eine 0 oder eine 1 steht, wihlt er dann deterministisch das zweite zu lesende Blatt
aus und so weiter. Man kann leicht zeigen, dass es fiir jeden deterministischen Algo-
rithmus eine Eingabe gibt, die ihn dazu zwingt, die Werte aller Blatter auszulesen. Die
wesentliche Idee zur Konstruktion dieser Eingabe kénnen wir wie folgt beschreiben.
Wir nennen einen Knoten determiniert, wenn sich sein Wert aus den Werten der bisher
ausgelesenen Blatter ergibt. Wir nennen einen Knoten vollstandig aufgedeckt, wenn
die Werte aller Blatter in dem Teilbaum, dessen Wurzel er ist, gelesen wurden. Wir
wahlen die Werte der gelesenen Blatter so, dass nur vollstandig aufgedeckte Knoten
determiniert sind. Das heifit insbesondere, dass wir alle Blatter auslesen miissen, bevor
der Wert der Wurzel feststeht. Man kann induktiv zeigen, dass stets eine solche Wahl
der Werte der Blatter existiert.

Der naheliegende randomisierte Algorithmus RandomGameTree, den wir nun betrach-
ten werden, wertet die Teilbdume eines jeden Knotens in zufilliger Reihenfolge aus.
Wertet er beispielsweise einen OR-Knoten aus, der den Wert 1 hat, so hat mindestens
einer seiner beiden Sohne ebenfalls den Wert 1. Wahlt er diesen zuerst aus, was mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 passiert, so muss er den anderen nicht mehr auswerten. Genau-
so verhélt es sich mit AND-Knoten mit Wert 0. Wie sieht es jedoch mit OR-Knoten
mit Wert 0 und AND-Knoten mit Wert 1 aus? Bei solchen Knoten, kénnen wir durch
die zufallige Reihenfolge der Auswertung nichts sparen. Es kann jedoch nicht sein, dass
alle Knoten dieser Gestalt sind, denn der Vater eines OR-Knotens mit Wert 0 ist ein
AND-Knoten mit Wert 0, also ein fir uns guter Knoten. Ebenso ist der Vater eines
AND-Knotens mit Wert 1 ein OR-Knoten mit Wert 1, also ebenfalls ein fiir uns guter
Knoten.

Der rekursive Algorithmus RandomGameTree ist im folgenden Pseudocode dargestellt.
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Der initiale Aufruf erfolgt mit den Parametern T und v, wobei T" den auszuwertenden
Baum und v die Wurzel von T bezeichnet.

RandomGameTree(T, v)
1. if (v ist Blatt) return Wert von wv.

2. else

3. Seien ug und u; die Kinder von v.

4. Wahle i € {0,1} uniform zuféllig.

5. if (v ist OR-Knoten) then

6. if (RandomGameTree(T', u;) = 1) then return 1.
7. else return RandomGameTree(T, u;_;).

8. if (v ist AND-Knoten) then

9. if (RandomGameTree(T, u;) = 0) then return 0.
10. else return RandomGameTree(T', uy_;).

Theorem 8.1. Die erwartete Anzahl an Bldttern, die der Algorithmus RandomGa-
meTree ausliest, betrigt fiir jeden Tj,-Baum héchstens 3*.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mittels vollstandiger Induktion iber k. Der Induk-
tionsanfang fiir £ = 0 ist trivial. Wir betrachten nun den Induktionsschritt fiir & >
1. In diesem Fall hat der T,-Baum einen AND-Knoten v als Wurzel mit zwei OR-
Knoten ug und u; als Sohnen, die jeweils zwei T}, _;-Baume als Nachkommen haben.
Diese Situation ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

Wir analysieren zunéchst die OR-Knoten ug und u;. Wir kénnen fiir beide Knoten
dieselbe Analyse durchfithren, weswegen wir nicht zwischen den beiden Knoten un-
terscheiden und einfach allgemein iiber den Knoten w; fir ¢ € {0,1} sprechen. Wir
unterscheiden zwei Félle. Hat der OR-Knoten u; den Wert 1, so liefert mindestens
einer seiner S6hne ebenfalls den Wert 1 zuriick. Werten wir diesen zuerst aus, was mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 passiert, so gentigen zur Auswertung von wu; im Erwartungs-
wert geméf Induktionsvoraussetzung 3! Blitter. Der andere Sohn von u; ergibt im
schlimmsten Fall eine 0. Werten wir diesen zuerst aus, so miissen wir auch noch den
anderen Sohn auswerten und mit der Linearitat des Erwartungswertes ergibt sich eine
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erwartete Anzahl ausgelesener Blitter von 2-3%~1. Da beide Félle mit Wahrscheinlich-
keit 1/2 eintreten, konnen wir die erwartete Anzahl ausgelesener Blatter durch

1 1 3

7.3]{:—1 7.2_316—1:7.3]6—1

2 * 2 2
nach oben beschranken. Hat der OR-Knoten u; den Wert 0, so miissen beide Kinder
ausgewertet werden, was eine erwartete Anzahl von hochstens 2 - 3*~! ausgelesenen
Blattern bedeutet.

Nun betrachten wir die Wurzel v des Ti,-Baumes. Dies ist ein AND-Knoten. Falls dieser
den Wert 1 hat, so haben beide Sohne ebenfalls den Wert 1. Nutzen wir wieder die
Linearitdt des Erwartungswertes, so ergibt sich mit der obigen Analyse fiir u;, dass die
erwartete Anzahl ausgelesener Blédtter durch

nach oben beschrankt ist. Ist der Wert des AND-Knotens v gleich 0, so hat min-
destens einer seiner Séhne ebenfalls den Wert 0. Wird dieser zuerst ausgewertet, so
betrigt die erwartete Anzahl ausgelesener Blitter 2 - 3*~1. Ansonsten, falls der andere
Sohn den Wert 1 hat und dieser zuerst ausgewertet wird, so betrigt die erwartete
Anzahl ausgelesener Blitter hochstens 3 - 381 2. 3k=1 = 1. 31 Da beide Fille mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 eintreten, betrdgt die erwartete Anzahl ausgelesener Blatter
insgesamt hochstens

1

11
Z.9.3k1
5 +

. 3k—1 — Z . Sk—l S 3k 0

DN~

1
2

Da die Anzahl an Blittern in einem Tj,-Baum n = 4* betrigt, ist die erwartete Anzahl
an Blattern, die der Algorithmus RandomGameTree ausliest, durch

3k — 3log4n — nlog43 < n0,793

nach oben beschrankt.

8.2 Das Minimax-Prinzip

8.2.1 2-Personen-Nullsummenspiele

Die Methode zum Beweis von unteren Schranken fiir randomisierte Algorithmen ist
durch Ideen aus der Spieltheorie inspiriert. Zunéchst betrachten wir 2-Personen-Null-
summenspiele. Dabei handelt es sich um Spiele, die durch eine (n x m)-Matrix mit
reellen Eintragen beschrieben sind. Es gibt einen Spalten- und einen Zeilenspieler, die
jeweils eine Spalte j und eine Zeile ¢ der Matrix auswéhlen. Der Spaltenspieler muss
dann einen Betrag in Hohe von M;; an den Zeilenspieler zahlen. Der Spaltenspieler
mochte M;; minimieren, wahrend der Zeilenspieler es maximieren mochte.
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Wir konnen beispielsweise das berithmte Spiel Schere-Stein-Papier als ein 2-Personen-
Nullsummenspiel mit der folgenden (3 x 3)-Matrix M auffassen.

‘Schere Stein Papier

Schere 0 -1 1
Stein 1 0 -1
Papier -1 1 0

Verliert der Spaltenspieler, so zahlt er 1 € an den Zeilenspieler. Gewinnt er, so zahlt
er —1 €, erhilt also 1 € vom Zeilenspieler. Bei einem Unentschieden findet keine
Zahlung statt.

Spieler, die auf Nummer sicher gehen und sich gegen alle moglichen Strategien des
anderen Spielers wappnen mochten, verfolgen eine sogenannte Minimax-Strategie. Das
heift, der Zeilenspieler wahlt die Zeile 7, fiir die min; M;; am groiten ist. Damit kann
er erreichen, dass er mindestens

Vr = max min M;;
i
vom Spaltenspieler erhalt. Der Spaltenspieler wahlt die Spalte j, fir die max; M;; am
kleinsten ist. Damit kann er erreichen, dass er hochstens einen Betrag von

Ve = min max M;;
j )

an den Zeilenspieler zahlen muss. Mit dieser Anschauung ist klar, dass Vg < Vi fiir
jede Matrix M gilt.

Gilt sogar Vi = Vi, so ist es fiir beide Spieler verniinftig, sich an die Minimax-Strategie
zu halten. Dadurch wird dann ein sogenanntes Nash-Gleichgewicht erreicht, in dem es
fiir keinen Spieler Sinn ergibt, seine Strategie zu dndern. Gilt aber Vg < Vi wie im
Beispiel Schere-Stein-Papier, dann ist die Minimax-Strategie kein Gleichgewicht, weil
man das Wissen iiber die Strategie des anderen Spielers ausnutzen kann, um die eigene
Strategie zu verbessern.

Um dieses Problem zu lésen, nutzt man Randomisierung. Statt eine Zeile zu wéahlen,
wahlt der Zeilenspieler eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf den Zeilen. Wir kon-
nen p € [0,1]" als einen Vektor p = (pi1,...,p,)T mit p; + ... + p, = 1 auffassen.
Ebenso wihlt der Spaltenspieler eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢ € [0, 1™ auf den
Spalten, wobei ¢ = (q1,-..,¢m)? ein Vektor mit ¢; + ... + ¢, = 1 ist. Wéhlen beide
Spieler ihre Strategie unabhéngig gemafl dieser Verteilungen, dann betrigt der erwar-
tete Betrag, den der Spaltenspieler an den Zeilenspieler zahlen muss, aufgrund der
Linearitit des Erwartungswertes genau

n m
pTMq=73% piMiq;.
i=1j=1

Wir definieren nun Vz und Vi wie vorhin, nur dass wir diesmal randomisierte Strate-
gien zulassen. Dann ist
Vr = max min (pTM q)
P g
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die grofite erwartete Auszahlung, die sich der Zeilenspieler gegen jede Gegenstrategie
des Spaltenspielers sichern kann. Ebenso kann der Spaltenspieler erreichen, dass er im
Erwartungswert niemals mehr als

Ve = mqin max (pTM q)

an den Zeilenspieler zahlen muss. John von Neumann [I8] hat das folgende erstaunliche
Resultat bewiesen.

Theorem 8.2. Fir jede Matriz M gilt

Vg = mgx mqin (pTMq) = mqin mIEJ%X (pTM(I) = Ve.

Lassen wir also Randomisierung zu, so besitzt jedes 2-Personen-Nullsummenspiel ein
Nash-Gleichgewicht, d. h. ein Paar von Strategien, von dem keiner der beiden Spieler
einen Anreiz hat, abzuweichen. Eine einfache Folgerung aus diesem Theorem ist das
folgende Korollar.

Korollar 8.3. FEs bezeichne e; den i-ten Finheitsvektor. Fiir jede Matriz M gilt

Vr = mgx mjin (pTMej) = mqin mlaX (e?Mq) =Ve.

Ist die randomisierte Strategie des Gegners bekannt, so existiert also stets eine beste
Gegenstrategie, die deterministisch ist.

8.2.2 Anwendung auf randomisierte Algorithmen

Nun diskutieren wir, wie uns der obige Exkurs in die Spieltheorie dabei hilft, untere
Schranken fiir randomisierte Algorithmen zu zeigen. Dazu betrachten wir ein Pro-
blem II, fiir das es fiir jedes n € N nur eine endliche Anzahl an Eingaben der Lange n
gibt. Wir gehen davon aus, dass n fixiert ist, und bezeichnen mit Z die Menge der
Eingaben der Léange n. Auflerdem darf es fiir jede Eingabelinge n € N nur endlich
viele essentiell verschiedene deterministische Algorithmen fiir das Problem II geben.
Wieder gehen wir davon aus, dass n fixiert ist, und bezeichnen mit A die Menge aller
Algorithmen fiir Eingabelange n. Natiirlich kann man fiir jedes Problem beliebig viele
deterministische Algorithmen dadurch erhalten, dass man einen beliebigen korrekten
deterministischen Algorithmus nimmt und irgendwelche nicht notwendigen Operatio-
nen hinzufiigt, die die Ausgabe nicht verdndern. Wenn wir von essentiell verschiedenen
Algorithmen sprechen, so miissen wir fiir jedes Problem genau definieren, was damit
gemeint ist. Bei dem Problem der Spielbaumauswertung interessiert uns beispielswei-
se nur die adaptive Reihenfolge, in der die Werte der Blétter ausgelesen werden. Von
diesen Reihenfolgen gibt es fiir jedes feste n nur eine endliche Anzahl.

Fir A € Aund I € 7 sei C(A,I) € Ryg ein Mafl dafir, wie gut Algorithmus A
auf der Eingabe [ ist. Uns interessiert fiir das Problem der Spielbaumauswertung der
Spezialfall, dass C'(A,I) die Anzahl der von A ausgelesenen Blatter bei Eingabe [
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angibt, es konnen aber auch andere Mafle eingesetzt werden wie zum Beispiel im Kon-
text von Online-Algorithmen der kompetitive Faktor von A auf /. Wir nennen C'(A, I)
im Folgenden auch die Kosten von Algorithmus A auf Eingabe I. Wir definieren nun
ein 2-Personen-Nullsummenspiel, in dem der Spaltenspieler dem Algorithmendesigner
entspricht und der Zeilenspieler einem Gegner, der eine moglichst schlechte Eingabe
wéhlen mochte. Fur einen Algorithmus A € A und eine Eingabe I € 7 enthélt die
(|Z| x |A|)-Matrix M an der Stelle M4 den Wert C'(A,I).

Eine reine Strategie des Spaltenspielers entspricht einem deterministischen Algorith-
mus aus der Menge A. Eine gemischte Strategie des Spaltenspielers ist eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ¢ € [0,1]M auf den deterministischen Algorithmen. Diese
konnen wir als einen Las-Vegas-Algorithmus betrachten (ein Las-Vegas-Algorithmus
ist ein randomisierter Algorithmus, der stets ein korrektes Ergebnis berechnet, deren
Laufzeit jedoch eine Zufallsvariable ist), der zuféllig gemafl der Verteilung ¢ einen
deterministischen Algorithmus auswahlt, welchen er dann auf die gegebene Eingabe
anwendet. Andersherum kénnen wir jeden Las-Vegas-Algorithmus als eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf der Menge A der deterministischen Algorithmen darstellen. Der
Leser moge an dieser Stelle iiber ein formales Argument hierfiir nachdenken. Das be-
deutet insgesamt, dass die Menge der gemischten Strategien des Spaltenspielers genau
mit der Menge der Las-Vegas-Algorithmen tibereinstimmt.

Theorem [8.2] und Korollar [8.3|liefern angewendet auf das soeben definierte 2-Personen-
Nullsummenspiel das folgende Korollar.

Korollar 8.4. Es bezeichnen P und @) die Mengen der gemischten Strategien des
Zeilen- bzw. Spaltenspielers. Fiir p € P und q € ) bezeichnen I, und A, eine zufdllige
Eingabe, die gemdfS p gewdhlt wird, bzw. einen zufdlligen Algorithmus, der gemdfs q
gewdhlt wird. Es gilt

max min E [C(1,, 4,)] = min max E [C(1,, A,)]

pEP qeqQ q€Q peEP

und

max min B[C(l,, )] = minmax E[C(], A,)].
Aus diesem Korollar ergibt sich direkt ein weiteres Korollar, das wir zum Beweis unterer
Schranken einsetzen werden.

Korollar 8.5. Fir alle Verteilungen p € P dber I und fir alle Verteilungen q € Q)
iber A gilt
min B[C(I,, A)] < maxE[O(I, 4,)]

Zunachst machen wir uns klar, was die Terme in diesem Korollar bedeuten. Auf der
rechten Seite steht max ez E[C(I, A;)], wobei ¢ eine beliebige Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf der Menge A ist, also ein beliebiger Las-Vegas-Algorithmus. Da das
Maximum tber alle Eingaben I € Z gebildet wird, entspricht dieser Term genau den
erwarteten Kosten des durch g beschriebenen Las-Vegas-Algorithmus auf der schlech-
testen Eingabe. Der Term minye 4 E [C(I,, A)] auf der linken Seite bezeichnet die er-
warteten Kosten des besten deterministischen Algorithmus auf Eingaben, die geméf3
der Verteilung p gewahlt werden.
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Mochten wir mithilfe dieses Korollars also zeigen, dass es keinen Las-Vegas-Algorith-
mus gibt, dessen erwarteten Worst-Case-Kosten eine gewisse Schranke B unterschrei-
tet, so geniigt es, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf der Menge der Eingaben
zu finden, fiir die kein deterministischer Algorithmus erwartete Kosten kleiner als B
erreichen kann. Auf diese Weise konnen wir das Problem umgehen, tiber alle méglichen
Las-Vegas-Algorithmen argumentieren zu miissen. Stattdessen gentigt es, eine einzige
Verteilung auf den Eingaben zu finden, fir die alle deterministischen Algorithmen im
Erwartungswert mindestens Kosten B erzeugen.

Zwar folgt Korollar direkt aus dem Minimax-Theorem iiber 2-Personen-Nullsum-
menspiele, da wir dieses aber nicht bewiesen haben, prasentieren wir hier noch einen
elementaren Beweis des Korollars, der ohne Spieltheorie auskommt.

Beweis von Korollar[8.3. Es seien p € P und g € Q beliebig. Dann gilt

max B[C(1,4,)] = max 3 (4(4) - C(1. 4))

Iel

AeA
>3 (00 X (st ctr.))
=X (45 (o0 - cr.))

>y (5 (i) c1.) )
~ iy BIC(L, A)],

wobei wir in der dritten Zeile bei der Umordnung der Summe ausgenutzt haben, dass A
und Z endlich sind. O

In der Literatur wird Korollar 8.5 oft als Yaos Ungleichung oder Yaos Minimaz-Prinzip
bezeichnet. Dies geht auf den Informatiker Andrew Yao zurtick, der diese Methode zum
Beweis unterer Schranken fiir randomisierte Algorithmen eingefiihrt hat.

8.3 Untere Schranke fiir Spielbaumauswertung

Wir mochten nun Korollar [8.5|anwenden, um zu zeigen, dass es keinen Las-Vegas-Algo-
rithmus zur Spielbaumauswertung gibt, der im Erwartungswert wesentlich weniger
Blétter betrachtet als der Algorithmus RandomGameTree, den wir oben beschrieben
haben. Wir betrachten wieder 7Tj-Bdume. Anstatt diese iiber wechselnde Ebenen von
AND- und OR-Knoten zu beschreiben, ersetzen wir alle Knoten durch NOR-Knoten.
Mithilfe der De Morgan’schen Gesetze sieht man leicht, dass sich der Wert der Wurzel
des Spielbaumes dadurch nicht verandert. Wir gehen also davon aus, dass wir einen
vollstandigen bindren Baum der Hohe 2k vorliegen haben, in dem alle inneren Knoten
die NOR~Funktion berechnen.
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Theorem 8.6. Fir jeden Las-Vegas-Algorithmus A und jede hinreichend grofie Zwei-
erpotenz n gibt es eine Eingabe mit n Bldttern, auf der A im Erwartungswert die Werte
von mindestens n®%* Blittern ausliest.

Beweis. Wir zeigen eine Schranke fiir die erwartete Anzahl an Blattern, die sich jeder
Las-Vegas-Algorithmus anschauen muss, bevor er sicher den korrekten Wert an der
Wurzel kennt. Korollar besagt, dass es dazu geniigt, eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf der Menge der Eingaben anzugeben, auf der alle deterministischen Algo-
rithmen schlecht abschneiden. Wir wéhlen eine Verteilung auf T;-Baumen, in der jedes
Blatt unabhangig von den anderen mit einer Wahrscheinlichkeit von r = (3 - \/5) /2
auf 1 und sonst auf 0 gesetzt wird. Diese Verteilung hat die Eigenschaft, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass ein NOR zweier Bléatter den Wert 1 ergibt, wieder genau

(1—r)2=<1—3_\/5>2:<\/5_1>2:6—2\/5

2 2 1 "

betrigt. Somit verhalten sich alle Ebenen des T;-Baumes in gewisser Weise identisch.

Sei v ein Knoten eines solchen Tj-Baumes. Intuitiv ist es sinnvoll, dass ein optimaler
deterministischer Algorithmus zunéchst den Wert eines Teilbaumes von v bestimmt,
bevor er damit beginnt, Blatter in dem anderen Teilbaum auszulesen. Wir nennen
eine Reihenfolge von Blattern DFS-Reihenfolge, wenn die Blétter in dieser Reihenfol-
ge von einer Tiefensuche besucht werden konnen. Dann ist es intuitiv sinnvoll, wenn
der Algorithmus sich die Blétter in einer DFS-Reihenfolge anschaut, wobei er Teil-
baume tberspringt, deren Werte nicht mehr relevant sind. Solche Algorithmen nennen
wir DFS-Pruning-Algorithmen. Tatsachlich kann man zeigen, dass es fiir die Vertei-
lung, die wir gewéhlt haben, einen optimalen Algorithmus gibt, der ein DFS-Pruning-
Algorithmus ist.

Lemma 8.7. Es sei T' ein NOR-Baum, dessen Bldatter unabhdngig voneinander mit
einer festen Wahrscheinlichkeit v € [0,1] auf 1 gesetzt werden. Es sei W(T') die er-
wartete Anzahl an Bldttern, die ein optimaler deterministischer Algorithmus auslesen
muss, um T auszuwerten. Dann gibt es einen DFS-Pruning-Algorithmus, der im Er-
wartungswert W(T') Blatter ausliest, um T auszuwerten.

Der Beweis dieses Lemmas, den wir hier nicht prasentieren, kann per Induktion iiber
die Hohe von T' gefiithrt werden.

Sei nun ein beliebiger deterministischer DFS-Pruning-Algorithmus fixiert. Die erwarte-
te Anzahl an Blattern W (h), die er fir einen NOR-Baum der Hohe h ausliest, kénnen
wir induktiv wie folgt beschreiben. Es gilt W (0) = 1 und fiir h > 1 gilt

W(h)=W(h—1)+0—r)-Wh—1)=(2—7r) - W(h-1).

Dies liegt daran, dass der erste Teilbaum der Wurzel, den der Algorithmus auswertet,
mit einer Wahrscheinlichkeit von (1 — ) den Wert 0 besitzt. Nur in diesem Fall muss
auch der zweite Teilbaum ausgewertet werden. Somit gilt W (h) > (2—r)". Die Anzahl
der Blitter eines NOR-Baumes der Hohe h betrigt n = 2" und damit gilt

W(h) > (2 —r)logn = plog22=7) > 0,694,
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Damit ist gezeigt, dass jeder DFS-Pruning-Algorithmus im Erwartungswert mindes-
tens n%% viele Blitter ausliest. Aufgrund von Lemma bedeutet das, dass jeder
deterministische Algorithmus auf Eingaben, die geméfl der oben beschriebenen Vertei-
lung gewihlt werden, im Erwartungswert mindestens n%%* viele Blitter ausliest. [

Die Schranke aus dem vorangegangenem Theorem entspricht nicht ganz der oberen
Schranke, die der Algorithmus RandomGameTree erreicht. Mit deutlich mehr Aufwand
kann man jedoch sogar zeigen, dass der Algorithmus RandomGameTree optimal ist.

8.4 Anwendungen auf Online-Probleme

Wir werden das Minimax-Prinzip nun auf zwei Online-Probleme anwenden, die wir
bereits in dieser Vorlesung diskutiert haben. Zum einen werden wir einen weiteren
Beweis fiir Theorem [2.14] angeben, der das Minimax-Prinzip benutzt und eleganter als
der Beweis aus Kapitel [2] ist. Zum anderen werden wir die in Abschnitt getatigte
Aussage beweisen, dass es sich bei RANKING, um einen (nahezu) optimalen Online-
Algorithmus fiir das Online-Matching-Problem handelt.

8.4.1 Paging

Wir geben nun einen alternativen Beweis fiir Theorem [2.14]

Theorem 8.8. Es existiert kein randomisierter Online-Algorithmus fir das Paging-
Problem mit einem kleineren kompetitiven Faktor als Hy,.

Beweis. Zunachst beobachten wir, dass wir bei einer Paging-Eingabe o der Lange n
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen koénnen, dass nur die Seitennum-
mern 1,...,n verwendet werden. Dies bedeutet, dass es nur endlich viele essentiell
verschiedene Eingaben der Lénge n gibt. Ebenso gibt es nur endlich viele essentiell
verschiedene deterministische Algorithmen fiir Eingaben der Lange n. Die Vorausset-
zungen zur Anwendung des Minimax-Prinzip sind also gegeben.

Seien r < Hy und 7 € R beliebige Konstanten. Fiir einen Online-Algorithmus A und
eine Eingabe o setzen wir

C(A,0) =wa(o) — (r- OPT(o) + 7).

Fiir jedes n kénnen wir nun eine endliche Matrix erstellen, die fiir jede Eingabe der
Lénge n eine Zeile und fiir jeden deterministischen Online-Algorithmus fiir Eingaben
der Lénge n eine Spalte enthalt und deren Eintrédge den Werten C(A, o) entsprechen.

Als néchstes miissen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf der Menge der Einga-
ben der Lénge n definieren. Dazu definieren wir einfach, dass jedes o; fir i € {1,...,n}
unabhéngig und uniform zuféllig aus der Menge {1,...,k + 1} gewdhlt wird. Das be-
deutet, dass p eine Gleichverteilung auf der Menge aller Eingaben der Lange n ist, die
nur aus Seitenzugriffen auf die Seiten {1,...,k + 1} bestehen.
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Es bezeichne oP eine zufillige Eingabe, die gemafl dieser Verteilung p erzeugt wird.
Sei A ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus. Dann gilt E[wa(c?)] >
n/(k + 1), da der Algorithmus A in jedem Schritt mindestens eine Seite nicht im
Cache hat und diese mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/(k + 1) angefragt wird.

Um die Anzahl der Seitenfehler eines optimalen Offline-Algorithmus abzuschétzen, tei-
len wir die Eingabe o? wie bei Markierungsalgorithmen in Phasen ein. Da es insgesamt
nur k + 1 viele verschiedene Seiten in der Eingabe o gibt, konnen wir die Anzahl an
Seitenfehlern eines optimalen Offline-Algorithmus durch £+ (¢ —1) nach oben abschét-
zen, wobei £ die Anzahl an Phasen in der Eingabe o? bezeichnet (k Seitenfehler in der
ersten Phase sowie jeweils ein Seitenfehler in jeder weiteren Phase). Um die erwarteten
Kosten E[OPT(o?)] nach oben abzuschitzen, geniigt es also die erwartete Anzahl an
Phasen in o” nach oben abzuschatzen.

Die erwartete Lange einer Phase ldsst sich leicht mit dem Coupon Collector’s Problem
bestimmen. Dieses gut untersuchte Zufallsexperiment lasst sich wie folgt beschreiben.
Anlésslich einer grofien Sportveranstaltung gibt es eine Menge von m unterschiedli-
chen Sammelbildern. Anstatt gezielt eines dieser Sammelbilder zu kaufen, kann man
lediglich ein verschlossenes Paket kaufen, das ein uniform zufélliges Sammelbild ent-
hélt. Es ist ein bekanntes Ergebnis, dass man im Erwartungswert genau mH,, Pakete
kaufen muss, um alle Sammelbilder zu erhalten. Hier steht H,, wie tiblich fiir die m-te
harmonische Zahl. Der Leser sollte sich als Ubung einen Beweis dieser Aussage iiberle-
gen. Die zufélligen Seiten, auf die in der Sequenz o zugegriffen wird, entsprechen den
Sammelbildern. Da eine Phase genau einen Schritt vor dem Zugriff auf die letzten Seite
endet, betrdgt die erwartete Lange einer Phase genau (k + 1)Hy1 — 1 = (k+ 1) Hg.

An dieser Stelle ist Vorsicht geboten. Eine naheliegende Schlussfolgerung wére es, dass
die erwartete Anzahl an Phasen n/((k + 1)Hy) betrégt. Dies ist jedoch nicht korrekt,
da eine solche Rechenregel fiir Erwartungswerte nicht gilt. Das korrekte Ergebnis ist
allerdings ahnlich. Sei Z(n) die Anzahl an Phasen in der zufélligen Eingabe o?. Aus
Ergebnissen der sogenannten Erneuerungstheorie (renewal theory), auf die wir hier
nicht weiter eingehen werden, folgt

E[Z(n)] 1

I - .
nbeo  p (k + 1)Hy,

Intuitiv gilt diese Formel, da sich die durchschnittliche Phasenlange fiir grofie n der
erwarteten Phasenlange annhdhert. Somit gilt fiir grofle n also tatsachlich, dass die
erwartete Anzahl an Phasen in o® in etwa n/((k + 1)Hy) betragt. Damit gilt

n
E|OPT(0?)] = ——— + O(1).
OPT(0")] = "y + O0)
Zusammen mit E [wy(o?)] = n/(k+ 1) impliziert dies, dass der Algorithmus A auf der
zufilligen Eingabe o keinen kompetitiven Faktor kleiner als Hy erreicht.

Fiir jedes < Hj, und 7 gibt es somit ein hinreichend grofes n, sodass E[C(A, o?)] > 0
fiir jeden deterministischen Algorithmus A gilt. Mit Korollar folgt fir alle rando-
misierten Algorithmen A,

max E[C(I, A;)] > min E[C(c”, A)] > 0.

IeT T AeA
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Somit existiert fiir jeden randomisierten Online-Algorithmus A, eine Eingabe I mit
E[C(I,A,)] >r-OPT(o)+ .

Dies bedeutet, dass fiir kein » < Hj, ein r-kompetitiver randomisierter Online-Algo-
rithmus fiir Paging existiert. m

8.4.2 Matching

Wir betrachten nun das Online-Matching-Problem aus Abschnitt [7.2] Karp, Vazirani
und Vazirani [I1] haben mithilfe des Minimax-Prinzips nachgewiesen, dass RANKING
ein asymptotisch optimaler randomisierter Online-Algorithmus ist, dass es also kei-
nen randomisierten Online-Algorithmus gibt, der einen besseren kompetitiven Faktor
als e/(e — 1) ~ 1,58 erreicht. Wir zeigen im Folgenden eine etwas schwéchere untere
Schranke, die auf der gleichen Konstruktion beruht.

Theorem 8.9. Es gibt keinen randomisierten Online-Algorithmus fir das Online-
Matching-Problem, der einen kompetitiven Faktor echt kleiner als 1,52 erreicht.

Beweis. Zunéchst halten wir fest, dass es fiir eine feste Eingabeldnge nur endlich viele
Eingaben und endlich viele deterministische Algorithmus gibt. Genau wie im Beweis
von Theorem konstruieren wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge
der Eingaben, fiir die kein deterministischer Online-Algorithmus existiert, der einen
besseren kompetitiven Faktor als 1,52 erreicht. Daraus folgt dann mit denselben Ar-
gumenten wie im Beweis von Theorem dass es keinen randomisierten Online-
Algorithmus gibt, der einen besseren kompetitiven Faktor als 1,52 erreicht.

Sei n gegeben. Wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, dass n gerade ist
und n > 1000 gilt. Wir konstruieren zunéchst einen Graphen G = (VUU, E) mit |V| =
\U| =n. Essei U ={uy,...,u,} und V ={vy,...,0,}. Firi ={1,...,n} sei V; CV
die Menge der Knoten aus V', zu der der Knoten u; benachbart ist. Der Knoten u,
ist zu allen Knoten aus V' benachbart. Es gilt also V; = V. Fur i € {1,...,n — 1}
sei a; ein uniform zufalliger Knoten aus V;. Der Knoten wu;,; ist zu genau denselben
Knoten aus V' benachbart wie der Knoten u; bis auf a;, das heiit V;1; = V; \ {a;}. Es
bezeichne p die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der Eingaben, die durch
diesen Prozess induziert wird.

Sei A ein bester deterministischer Online-Algorithmus fiir die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass A ein
Greedy-Algorithmus ist, also stets eine Zuweisung vornimmt, sofern dies moglich ist.
Der Leser iiberlege sich, dass man einen beliebigen Algorithmus, der in einem Schritt
keine Kante zum Matching hinzufiigt, obwohl dies noch moglich ware, so umbauen
kann, dass er eine Kante hinzufiigt, ohne ihn dadurch zu verschlechtern.

Sei nun Y; fiir i € {1,...,n} eine Zufallsvariable, die angibt, wie viele freie Nachbarn
in V' der Knoten u; besitzt, wenn er eintrifft. Es gilt Y7 = n und die Grofle des zufalligen
Matchings M, das der Algorithmus A berechnet, lasst sich schreiben als

Z:=max{ie{l,...,n}|Y; >0}
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Dies gilt, da A ein Greedy-Algorithmus ist, der stets eine Kante zum Matching hinzu-
fiigt, sofern dies noch moglich ist.

Gilt Y; = 1, so folgt Y11 = 0, da A ein Greedy-Algorithmus ist und den Knoten u; dem
letzten verbleibenden Nachbarn in V' zuweist. Gilt Y; > 2, so gilt Y; 1 € {Y;—1,Y;—2}.
Dies folgt zum einen, da der Algorithmus A den Knoten wu; einem freien Nachbarn
zuweist. Dies reduziert die Menge, der fiir u; 1 zur Verfiigung stehenden Knoten, um
eins. Zum anderen fallt der zufallig aus V; gewahlte Knoten a; als Nachbar fir u;,, weg.
Handelt es sich dabei um einen bereits vergebenen Knoten, so hat dies keinen Effekt
auf Y; .y und es gilt Y;;; = Y; — 1. Ist der Knoten a; nach den ersten ¢ Schritten noch
frei, so gilt Y;;; = Y; — 2. Aus dieser Uberlegung und der Tatsache, dass a; uniform
zufillig aus V; gewahlt wird, folgt fiir £ > 2 direkt

(-1 (-1
Vil n—i+1

Im Zéahler steht ¢ — 1 statt ¢, da Y; = ¢ die Zahl an freien Knoten in V; vor dem
Eintreffen von u; bezeichnet. Nachdem u; ebenfalls zugewiesen wurde, gibt es dement-
sprechend nur noch £—1 freie Knoten in V;. Wir haben in der obigen Rechnung implizit
ausgenutzt, dass es sich bei A um einen Online-Algorithmus handelt, weshalb seine
Entscheidungen in den ersten ¢ Schritten unabhéngig von der Wahl von a; sind.

Aus der obigen Gleichung folgt fiir ¢ > 2

(-1 -1
EYi | Yi=0=((-2) ———+{l—-1)- (1 - ———
Yip [ Yi=10] = (L ) n—i+1+(€ ) ( n—i—i—l)
(-1
=V
n—1
=D

Fir i € {1,...,n} gilt Y; > n — 2(i — 1). Insbesondere gilt fiir i < n/2 stets Y; > 2
und somit Pr[Y; =0] =Pr[Y; = 1] =0 sowie Z > n/2+ 1. Fari € {1,...,n/2} folgt
demnach

E[Yia] =Y Pr[Yi={ -E[Y;|Y;={
=2

n

:Z;Pﬂnza-w—lynﬁ;jl
=;jjr§mm=au—n
=nﬁl1';fﬂm=ww—n+mm:m)
:ﬂ-éprm:a-(z—n

- " By
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Mit E[Y;] = n folgt aus dieser Formel durch wiederholtes Einsetzen in sich selbst
firi e {2,...,n/2+ 1}

" 1
Em]=<n—z’+1)-<1— 3 )
k:n—i+2k
Somit gilt fir i € {2,...,n/2 + 1}

n

E[}g]g(n—iﬂ)-(1—L_i+2idx>

:(n—i+1)-(1—1n(n)+ln(n—i—|—2)>
=i+ (1-m (=)

n n
Bl <3 (1 n(

wobei wir bei der letzten Ungleichung n > 1000 ausgenutzt haben.

Es gilt

)> < 0,154n,

Wir mochten den Erwartungswert von Z nach oben abschétzen. Dazu gehen wir pes-
simistisch davon aus, dass fur i > n/2 + 2 stets Y;1; = max{0,Y; — 1} gilt. Das
heifit, wir gehen davon aus, dass in der zweiten Halfte nur solche Knoten als a; ge-
wahlt werden, die bereits eine inzidente Kante im Matching besitzen. Diese Annahme
kann den Erwartungswert von Z nur vergréfiern. Unter dieser Annahme ist Y, /041 = 1
dquivalent Z = n/2 4+ 1 + i. Somit gilt

EZ]=) Pr(Z=i]-i= zn: Pr(Z =i]-i

i=1 i=n/2+1
= Y Pr[Yipa=i-n2-1]-i
i=n/2+1
n/2—1
= Y Pr[Yopn =i (i+n/2+1)
1=0
<Y PrlYopa =i|-(i+n/2+1)

1=0
E [Yn/ﬂl} +n/2+1
0,6

< 0,654n + 1 < 0,655n,

wobei wir bei der letzten Ungleichung wieder n > 1000 ausgenutzt haben.

Da OPT(c?) = n gilt, ist damit gezeigt, dass es fiir die konstruierte Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf der Menge der Eingaben keinen deterministischen Online-Algo-
rithmus gibt, der einen besseren kompetitiven Faktor als —— > 1,52 erreicht. Das

0,655
Theorem folgt nun aus Korollar [8.5] O
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